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《俄罗斯数学教材选译》序 


从上世纪50年代初起：在当时金面学4苏联的大背景下， H 内的髙等学校大量 
采用了 翻译过来的苏联数学教材.这些教材体系严密，论证严谨，有效地帮助了青年 
学+打好扎实的数学基础，培养了一大枇优秀的数学人才.到了 go 年代 ； 国内开始 
编纂出版的大学数学教材逐步代替了原先采用的苏联教材，但还在很大程度上保留 
着苏联教材的影响，同时，一些苏联教材仍被广大教师和学生作为主要参考书或课外 
渎物继续发挥着作用.客观地说，从解放 初-直 到文化大革命前夕，苏联数学教材在 
培荞我国高级专门人才中发挥/重要的作用1起丫不可忽略的影响 7 是功不可没的 I 

改苹开放以来，通过接触并引进在体系及风格上各有特色的欧美数学教材，大 
家眼界为之一新，并得到了很大的疤发和教益.但在很长一段时间中，尽管苏联的数 
学教学也在进行积极的探索与改革，引进却基本中断，更没有及时地进行跟踪，能看 
懂俄文数学教材原著的人也越来越少，事实上已造成了很大的隔膜，不能不说是一 
个很大的缺憾， 

事情终于出现了一个转折的契机.今年初：在由中国数学会、中国工业与应用数 
学学会及国家自然科学基金委员会数学灭元基金联合组织的迎春茶话会上，有数学 
家提出，莫斯科大学为庆祝成立 2 S 0 周年计划推出- 批优秀 教材，建议将其中的一 
些数学教材组织翻译出版.这一建议在会上得到广泛支持，并得到高等教育出版社 
的高度重视.会后高等教育出版社和数学天元基金一起邀请熟悉俄罗斯数学教材情 
况的专家座谈讨论，大家一致 认为： 在当前着力引迸俄罗斯的数学教材 ； 有助于扩大 
视野，开拓思路，对提高数学教学质量、促进数学教材改革均十分必要.《俄罗斯数 

学教材选译》系列正是在这样的情况下 n 经数学天元基金资助，由高等教育出版社组 
织出版的. 


《俄罗斯数学教材 选译》 序 


经过认真选题并精心翻译校 K 木系列中所列人的教材，以 奠斯科 大学的教材为 
主,也包括俄罗斯其 他- 1些著名大学的教材 T 冇大学基础课程的教材，也冇适合大学 
高年级学生及研究生侦用的教学川书.有些教材虽曾翻泽出版，但经多次修 rr 重版， 
面目已有较大变化 ; 至今仍广泛采用、深受欢迎，反射出俄罗斯在出版经典教材方面 
所作的不懈努力，对我们也 足一个 有益的借鉴.这一教材系列的出版，将中俄数学教 
学之问屮断多年的链条重:新连接起来，对推动我 h 数学课程设置和教学内容的改革， 
对提高数学素养、培养更多优秀的数学 人才，可望发 挥积极的作用 ： 并起着深远的影 
响， 尤疑位得 庆贺， 特为之序. 


李大潜 
2005年月 


第 2 版前言 


在准备本书的第2版时：作者考虑了读者的许多意见和要求：从大学牛和研究 
生到知名学者，数学家和物埋学家.我们在最大范围内系统地进行了重组 章节; 处理 
了相士:间的几何理论和哈密顿系统，并系统阐述了无穷维的（场论方式的）广义哈密 
顿系统;另外，作为反称张量的个应用，在§18巾加进，所谓的反交换变量的积分. 
系统改进的章节还包括高维变分法> 真正的扩充是从第二卷开始的，是为了用初等 
的方法把渎者进一步引进到流形的概念中去7还纠正了关于刘维尔完全可积系统的 
址明屮的某呰错误，也清除了另外也错误以及明显的一些排版错误，并且还扩充了 
文献的目录量. 

作者感谢几「>.泽勒罗维奇 ，在 我们为本书的英文和法文版作准备时他的-些意 
见使其中许多地方的叙述得以改进(显.然，由丁'这些改进才构成了现在的这个版本). 
作者还要感谢本书修订版的审阅人 A . B . 波哥雷洛娃和 io . r . 雷舍特尼亚克所做 
出的系列有益的评注. 


版前言 


黎曼几何和基础拓扑到现在也还没有在大学数学教育中设置为必修课程，就连 
数学系也是如此.在标准的设置中，替代的课程是曲线和曲面微分几何.尽管一整地 
方仍在沿用这种安排，这门课 C 逐渐被#成是过时的了.那么 7 这些课程究竟怎样才 
算是跟丄了时代 步伐, 就是说,对现代数学教育而言，现代儿何的哪些内容必不可少, 
同时在阐述这些内容时应把握什么样的抽象度，对此我们并没有统一的意见. 

从1971 年开始 7 莫斯科大学数学力学系力学部开始设计一门几何的现代化课 
程.其内容和阐述的抽象度主要由实际应用的需要 决定： 在曲线和曲面几何之外应 
该加进其他的专题，即张暈理论和张置的共变 微分； 黎曼 曲率； 测地线和变分法，包 
括守恒定律和哈密顿 系统； 反称张量的-种特殊情形（即“形式”;)及其 运算； 还有各 
神斯托克斯型的公式，包括在各个力学分支中，特别在流体力学和相对论等中非常 
有用的，无所不在的“广义斯托克斯公式' 许多第一流的理论物理学家和数学家一 
样,认为如果还能包括有关流形、变换群、李代数以及直观拓扑学的基础概念的一些 
知识则是有益的.他们还认为，这门课程应该尽可能使用简明和具体的语言阐述 7 并 
且只要是在实际应用的场合，便应该用物理学家使用的术语.以上所列举的素材组成 
了这个课程的最初内容，并且在奠斯科大学以教材形式 出版： 

《微分几何 第一卷和第二卷， C . n . 诺维可夫著,莫斯科大学 力学; ^部， 1972. 

后来，作者修改了这个课程的许多内容，增添了新的专题.莫斯科大学又出版这 
些补充广的教材. 

《微分几何))，第三卷， Cl n. 诺维可夫， A. T, 福明柯著，莫斯科大学力学研究 
所， 1971. 

现在的这本书是上述这挫教材经重新加整理以及考虑到这些教材出版后几 
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何的发展而形成的，作者认为可以把本 B 作为-本基础教材，从中可以方便地提取 
出一门现代」 L 何课程所必备的内容. 

本朽的原创概念利整个计划都来自诺维可夫.按此计划，原来教材中的那些素 
材的重新组织工作由 E. A. 杜布洛文负赍，它占了本书第一卷的多半 部分； 此书的 
其余部分本质上是全新的1编辑几 E. 福克斯对全书的最终成形功不可没， 

木书的材料大大超出了作为大学二、 三 年级数学教育的必修内容.这是刻意安 
排的： 我们希望，在第-卷中也应该包括一些让大学生利研究牛熟悉的更为复杂的 
具本质性的几何概念和方法，它涉及变换群和李代数，场论，变分法（可以通过自学 
完成特别是在物理体系中起着重要作用的那些数学内容.同时，我们也竭力使内容 
的阐述利术语的使用在抽象程度 L 达到最小；但是这样做常常要牺牲掉在陈述和证 
明上的所谓、一般性' 事实上，在关键的决定事物本质的那些例子中的重要的结果, 
可能往往是从 S 典的分析与几何的初等考虑中得到的，无需求助于现代的 “ 起级不 
变性”的概念和记号.但是，对这个结果的最一般的形式表达，特别是与其相伴的证 
明，必定便抽象的形式化程度变得极为复杂 ， 因此，在遇到这种场合时，我们使用适 
合干这个重要例子的简洁语 W 进行阐述，把一般性的证明推延在后面的章节或者干 
脆略而不讲.在处理那些与现代物理学紧密相关的几何问题时 t 我们曾仔细分析过 
物理方面的相关 文献： 在量子场论方面的书籍 {mm p 6], [37]) 初始的章节中以物理 
学家的语言，大篇幅地阐述了高维变分以及李群最简笮表示论中的一些极重要 概念; 
[⑽!，[圳则着重讲了场论的几何问题：例如 [3 S ] 以物理观点全面处理了黎曼几何，其 
中有一些非常有用的材料.连续介质力学和刚体理论的书 （[40] ; [41]， [42]) 中有关张 
最和群论方面的许多例子也很有意思. 

我们并没有打算把这套书写成“自给自足”的教 科书； 在标准的数学教育中，几 
何只是全部课程中的-个分支，涉及分析、微分方程、代数、初等点集拓扑和测度论 
的各种问题，在相关的课程中均有阐述.我们尽力约束自己不对来肖其他学科的问 
题进行详细讨论而只进行系统的阐述，毕竟在标准的课程中，它们已得到了充分的 
关注. 

本书第二卷处理了流形的几何和拓扑，比起第一卷，它包含了大量的超出课程 
所必需的材料.大多数关于流形的儿何和拓扑的书只着眼于某个狭窄的小领域，并 
且通常也十分抽象，所用的也是一种特别适合于这个小领域的语言，因而常常造成 
了不必要的复 杂性. 在第二卷中我们同样尽讨能忠于使阐述抽象度最小的 原则； 像 
前面 - 样： 较之于一般性定理我们更优先关注苟意义的例子.另外，我们还把章与韋 
之间的依赖程度减到最小，从而在内容性质所容许的范围内，使其中每一章都可以 
比较容易地独立阋渎.但焙我们也必须记住 ： 尽管可以十分容易地定义出许多拓扑 
概念（例如扭结和链环、基本群、同伦群、纤维空间)：然而即便在最简单的 例子中 
要进行非平凡的应用：也需要发展出在经典数学中所没有的一些工具.因此对那些 
虽已掌握了经典数学工具何仍不熟悉初等拓扑的读者来说，第二卷确实比第一卷要 
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复杂得多.这览无法抹 T 的差别.从20世纪50年代起，拓扑学这项工具的发展以 
及它对数学各分支的滲透一直在极速进行.近年来，拓扑力法（有时和复代数几何结 
合）实质性地应用于现代理论物理的许多问题，可以说 5 已出观了一连串的突飞 猛进; 
其中包括 r 对具有某种几何特性的特定场的 m 子理论，譬如杨-米尔斯场和手 征场; 
流体品体和超流动性 理论； 广义相 对论; 某些在物理上重要的非线性波动方程，例如 
KdV 方程和止弦-戈登 方程； 某种“长分子”物质的统计力学也力图应用扭结和链 
环理论.可惜.我们不可能把这些应用写到本1;中，因为要把其中任一个应用处理得 
当就耑要一段漫长的预备件旅程方能进到物现问题 本身； 要是那样做,我们就偏离初 
衷太远了 1但是我们在素材的选取 h 考虑了这些情况，即考虑了在这呰问题中所应 
用到的那狴拓扑思想和方法，并且还考虑到现代学派中年轻的理论物理学家们可能 
需要（带有强烈 S 的性的）一木可供阅读的拓扑书，从这木书中他们可以得到想要的 
东西. 

伴随拓扑和儿何思想这二十年来的发展，所使用的代数「.具的复杂性也有了实 
质性的 增长； 这些代数工 It . 使用在高维的儿何直观情形.同样，还在较深层次上使用 
了泛函分析、偏微分方程和复 分析； 不是所有这钱东西都包括在我们这本 R 称是初 
等的书里了（事实上，大部分这些内容也没有被包括在任何一木单独的教科书中，只 
能研究 ft 种专著和期刊 

大范围三维几是二维空间经典微分儿何 的-个 分支，它是1个具立观性的，有 
广泛用途的领域 7 特别是凸阁形理论及其应用，它们述特别与负曲率曲面的整体问题 
有许多宥趣的关联.我们不是这方面的专家，不能用十分简明和直观的例示的办法 
提取其精华 7 从而把它们包含在一本初等的教材中.读者可以通过[4]， [5] 和问这 
几本书来了解这个几何分支 . 

出 r 技术性的考虑，讲述同调论的笫二卷将由作者们另行出版. 

4:关于流形的拓扑和儿何的所有书中，由沙爱福和施雷发 （ Seitet 和 ThrelfaLl ) 
.著的经典书《拓扑学》和《大范围变分法》以及更为现代的好书 [u]t [ 12 ], [17j; 最接 
近丁我们在选材和处理问题时的观念了，在创作+书的过程中，我们以积极的态度 
反复思考和拓展了这苎书中的素材和对它们的教学方法.亊实上，在编写第二卷时, 
我们所定的■要 H 标就足要写 本 多少像现代版的沙爱福和施雷发的《拓扑学》，但 
是涵盖的范围要更广，尽忖能运用光滑流形理论的现代方法进行重新塑造，同时保留 
语言的简明，并以新的素材加以充实1这些新素材不但由柘扑方法的当前发展决定 ； 
也由那些第一次接触拓扑学的读者 决定； 他们希望在赵可能短的时间内学到适当的 
知识最.就我们来说 7 利用从物理学家所积累的方法论上的经验是完全可行的 （在第 
▲ 卷屮尤为如此 )： 通过现有的初等和熟知的手段把非初等的数学元素变得容易理解 
(但是要保留数学文献的格式特点，即主要结论的陈述均标以“定埋”，“引理”等等， 
以便把它们从教材的主体中突显出来).一般说来，我们主张，琿解应该优先于陈^ 
的系统化，优先于严谨性，有许多论断的证明细节（姑且不论其止确与否）在应用中 
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没有任何一点利用的价值.有时在分析例子的过程中， 一 贱事实看起来总是合理的, 
我们便在没有证明的情况下引述了这些事实并进行了应用+对我们来说，这似乎是 
合理的.一旦对其应用完全熟悉之后，读者最终可以在其他资料的帮助下，自 d (如 
果想去做的话）找出这些事实的证明（为此，我们推荐 [26]). 另外 ： 我们也努力把许 
多被省略的证明分成了能够容易解答的小片段，放在与它们相关章节的最后面. 

在第二卷的最后两萆里，我们把当代文献中许多不同类的事实组合在一起：有 
关于动力体系和叶状结构的、广义相对论的以及杨-米尔斯场和手征场的.在这里 
所阐述的思想属于不冋的 作者， 但是：在一本具纯粹教科书特点的书里不可能列出 
-大串参考文献.然而，对那些将要利用研究性期刊对这些问题进行深入研究的读 
者来说，_ - 定自己会在期刊中找到合适的参考文献+ 

最后，我们对莫斯科大学数学力学系的同事们表达深深的 谢意： 由于他们的宝 
贵支持，才使送门新的儿何课程从策划到运转成为现实，在我们系 M 的这些第-流 
的数学家中，最应感谢的是苏维埃拓扑学派的创始人 n . 阿历克山得罗夫，杰出 
的儿何学家 TL K + 拉舍夫斯基和 H . B . 叶菲莫夫， 

我们还要感谢编辑几福克斯，在文槁最后定形中他做出/巨大 努力； 同样 
要感谢， A ■几阿历克山得罗夫， A , 波 W 雷洛娃， JO . 屯波里索夫， B . A . 托坡 
果诺夫 ， Bi 库兹米诺夫，在审阅本书时他们提供了许多有益的意见. 

另外 ； 我们对一些学者表示特别的感谢，是他们为本书提供了一系列非标准阐 
述的材料.例如，在普通的文献中找不到有关共形映射的刘维尔定理的证明 ，是 
B - A . 卓 M 奇与我们进行了交流.编辑 A . R 福克斯给作者指出了许多定理的简 
要证明.我们还要感谢 CX 波哥雅夫林斯基， M . 莫纳斯特尔斯基， C . r. 金 
古钦 ， a B . 温伯格，几 r 阿历克谢叶夫斯基， m . B . 格里伯柯大， n . r . 格里浑 
维竒. 
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第一章空间区域中的几何.基本概念 


§1. 坐标系 

我们先讨论几何学里-些基础的概念.中肀的希腊式的几何研究了简单几何图 
形的各种度最性质 T 其中要解决的基本问题是找出在三角形和其他多边形中度和 
角之间的关系，除此之外 ： 在这些基础之上计算/曲面面积和某些立体的体积，中 
学几何的中心概念是直线线段（或圆弧）的长，两条相交线（直的或弯曲的）之间的 
夹角. 

整个解析（坐标）几何的主要 H 的是在平面或一_维空间的笛片儿坐标系下描述 
用公式给出的儿何图形.与“中学的”几何相比，唯一的差別4:丁方法上的不冋，而 
研究的对象是一样的.微几何也处在同样的状态：相同的主题 ，但 这 H 更加精妙 
地使用了微分学和线性代数的手段+这样，在引进了对一般的光滑图形的研究后，微 
分儿 M 便扩充 r 它研究象的范围， 

1. 空间的笛卡儿坐标 

我们基木的 j L 何思想 如下： 

(1) 几何是在某个空间中展开的，而此空间巾点 … 组成. 

〔2)像在解析几何那样，存:此空间可以引进笛卡儿坐标，这表示对空间每个点建 
立一组相对 hV: 的实数 I 1 ^ 2 , …称为它的坐;^它们满足下面两个 性质： 

a) 不同的点对应小同的坐 标组； 这意味着，具有坐标 (T 1 , ■■- … D 

的两个点 p，Q 相 S 合当 R 仅当 W t …， n 成立. 

b) 反之， urn (，■..,，)， 其中 ^为任意实数 7 应对应于空间中的某一个点. 

定义 1.1. 称一个引进了上述性质的笛卡儿坐标 ( x l r - * , x n ) 的空间为? i 维笛 


第_章 空间区域中的几何.基本概念 


卡儿空间，①记为 称数 n 为此空间的维教， 

我们常常就称数组（/， ■ : ，）本身为这个空间的点.街卡儿空间的最简单例 
子是数直线，它是-维的笛卡儿空间.这里的点只有一个坐标= 1)，另一个例 

子是解析儿何中的，这是在平面上的（二维笛卡儿间）和“通 

常的”即三维的空间中的笛卡儿坐标 （图 1)， 这些笛长儿空间对 

于解决中学儿何的问题是 完金适 合的. 

我们给出•个不太熟悉的然而极其 a 要的笛卡儿空间的例 

子. 现代物理学告诉我们，时间和空间不是完全分离的，不相重 

叠的概念 ： 而是出现在四维的时空连续体中.对这些现象的 q 然 

顺序的数学阐述的证明是极方便的， 

我们的时空连续体的点被当作为事件.对每个事件我们派 

定一个究数的有序四元组其中 （ 足事件发生的 

“瞬时'而为事件的 ，间 位置”的坐标.数 ( t 7 x \ x ^^) 便是时空连续体 

的笛卡儿坐标.因此，时空连续体是个四维的笛卡儿空同.现在我们可以不再理会把 
坐标化当作事件的时间和空间的解释.经典几何的 

二维空间只不过是由常数定义的水平曲囬. 一 个物体（在 
每个瞵间 D] ■以抽象地看成一个点（所谓的质点 )） 的路径在时 
空空间中则是四维空间中一条曲线段（或弧 m 
h ^ t 2. 我们称此曲线为这个点的世界线（图 2). 我们也会考 
虑二:维甚至二维时空连续体，它们分别由三联组 ( i , x \ x 2 ) 和偶 
对为坐标，这是因为对这些空间而言以比较容易画出 
清晰的图像. 

2* 坐标变换 

假设在一个维笛卡儿空间中我们有-个实函数 /( P), 即对此空间中每个点 P 

指派 个 实数的函数，由丁空间中每个点以其 n 个坐标值出现，故我们可以把/想 

成是”个实变量的 函数： 如果 P = (y, …则 f ( P .卜 , x n ). 我们将只 

涉及连续的（甚至为连续可微）函数 f ( x \- 我们所考虑的函数常常不是对空 

间中每个点都有定义， W 仅仅定义在它的部分或史精准地说在它的呕域”上I 

定义 I . 2 . —个 区域或 1 个无边界区域 (用其他术语也称为“开集”）是 M n 中 

的一个点集 z>， 使得对它中的每个点也包含丫充分靠近此点的所有点， 

更准确地说，对 K 域汐中每 个点几 = (4, …，吨)，存在数 e > 0 便得满足不 
等式 

\x l — Xq\ < z 、 i = 1, ‘ • • ’ n 

的所有点 P = Cc 1 ， … ,x Ti ) 也在 D 中. 

③可能这不是个通用的术语，希望不要使读者困惑. 
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定义 1.3, —个带边界的区域是由无 边界区 域加进所有边界点得到.区域的边 
界由所有边界点组成了 

尤边 界区域的遗简申的例子是整个空间另一个简单的例子是平面屮满足 
x \ - {- xl < p ' 2 的点 ( xj , x 2 ) 的集众（半行^ > 0的开圆盘).对应的带边界的 K 域由满 
足4 + 4 < 〆 的点 （ a ， 心）组成.这个例 子是-种具 有典型意义的定义.冇下而简 
单的定理. 

定理 1 . 1 , 设在空间给出了- 组连 续函数 fi ( P ) r - J „{ P),P = ( V :…， 
考虑满足不等式 


h(P)<^h(P) < 0, ^ JUP)<o 
的点 P 的集合刀.于是1〕是无边界区域. 

证明设尸 n = …： 切在 D 屮■，即 /JPo) < (]，…丄(巧）< CL 由关于 

连续蝻数保持符4的定理 得到： 对每个 j 可以找到这 样的巧 > 0,使得由不等式 
■ ■ ：4\ < € 5 ,% = 1，2,. ■ ■ 得到 /j(r) < 0. 选取 s = min(£ L ^^ ,e„), 我们便看出 
D 包含了所有满足!^-^| <0的点 （A ■■ 闪此 Z) 是无边界 K 域. □ 

注沿曲线在 区域 D : 以尸）< = V ■ 中的运动，由予力的连续性， 

只可能达到那逃满足 f 3 { P ) ^ 0的点 R 如果函数 f u f rn 满足某些简单的解 
析条件（在笫-一卷屮将详细阐述则对任意 j 使 //F) = 0的任意点 P 都可以 
达到 T 存:下面遇到的所有例子都满足这些限制 条件， 因此，在这些条件下，不等式 
f : i ( P )< QK …， 的解给出了一个带边界的区域 + 

空间中有界区域的概念记非常重要和常常遇到的，即离坐标原点足够远的点都 
不属于它的那种区域. 

在整个空间屮的半标 （ d，.F) 显然给出广任意区域 D 中点的坐标，但 
它们没有取所有的值.对于定义在[X 域中的函数可以像对定义在整个 
空间㈤ 1 屮的那样谈及连续性和可微性. 

假设在同-度域中给出仟窓其他的坐标 我们可 以写成 

X 1 =- x i { z x . ■ 1 、 z . n ), i = \,2. ■ ■ 

., ( 1 ) 

zJ =^ 3 { x 1 ^- , x n ), J - 1,2, ■ - 

上述等式只不过表明可以把馆步儿坐标系 （Z 1 , 与新的坐标系卜 V.. ， 
进行比较 ； 因此可以通过新的坐标来表示原来的坐标 7 反之亦然. 

我们首先考察空间中的线性坐标 变换： 

ti 

/ = XX -八 i =~ - V …， n (2) 

j=1 

(较简短地可4为/ = ㈣ 其中表明按重复的指标取和 )1 由线性代数知道 5 通过 Z 
能够為出 Z 的充分必要条件是矩阵』= [ ft )) 具釘逆矩阵 B = A ~ l ^( b ^ 逆矩阵由 
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方程巧<4 = 4 定义， 其中 



(克罗内克符号)，并表明为对 j _ 求和.于是，点/>的笛卡儿坐标：^ 5 - + 
阵 A = (^)通过新的数组表出1等式 （2) 可以简单地写为 


a - 借助子矩 


X = AZ, JC =〔X 1 ■.… = O 1 ,，.. ,z n ). 

等式（ 2 )意味着,如果点 P 对应了坐标屹 …〆 S -丁是 在新带标系下它对应于数组 
…， z ' 使得 F — a ) z ^. 我们看到矩阵 A 应该是可逆的，即具有非零的行列式 
(非异).这时新的坐标可以通过老的坐标表出 

Z ^ BX , z J = b { x k (3) 

(按 k 求和夂 

现在考虑任意的新坐标 y 二 x l ( z 1 ^ - - , z rk ),i = 1, …，其中的函数 Wp 1 , 

Z n ) 假定为连续可微的（即光滑). 

我们假定新的坐标代表了所讨论区域中每- 个点， 就是说，在所讨论的区域中任 
意数组 (4 广■ ㈤ ) 至少对应于一个数组 ( U ) 使得 4 = a^，.，U = 

定义 I . 4 ■称点 P = «■ ■ ■ Ajf ) 为坐标系(夂…的非异点是说.如果 
矩阵 

A ，⑷二（恙) ， ⑷ 

具有非零行列式（非退化)，其中…，#满足 ^{ zl ，- - , zll ) = = 1,… 

称矩阵4为所给变换的 雅可比 矩阵，表示为 i = 

列式被称做雅可比，以 J 表示 


rg \ 雅可比矩阵的行 



= del 7. 


由数学分析课程知道下面的关于逆变换的定理（一般隐函数定理的特殊情 形)： 
如果己知到新坐标的变换尸 = xHz)A = 1， ■ ■ ■， n ， 其中 。 七(4, … ，靖)，在 

/ = #，…，，= ^ 5 J-det (差)#0,则在点的充分小邻域内可以 

通过表山坐标 zK -.，， z ' 使得/二 zHx ), 其中砧= zHxl … H 

1，…此时矩阵⑻ 二 即逆变换的雅可比矩阵，它是矩阵 «) = 

的逆矩阵 ； 满足 _ T 加 

dz - OtJ . 


( 5 ) 



(回想一 y: 这表示按 J 求和)_ 


对 


而 tr, 这个陈述可表达为：如果 .r = x { z ), x { zo ) XQ 且在 


dx 

z ^ dz ^ 


0,则可以通过 X 灰示出2使得 


(: ro). FUUo 的充分小的邻域内有 

dx dz 


在 h 述情形的分析中如果设坐标变换是线性的，即X = 或 


Q ) zK 这时 


( ( ^) 与矩种 : a mm , m 


dx 


dz h 


: 为常数.那么，如果 dctA / 0则 


在整个空 M h 的逆变换为之= BX , 其 中方为 4的逆矩阵. 

我们考察其他的巾解析儿何中取来的关于平面和空间坐标的例子 
(1) 考虑平面上的极坐标 r , &其中 

— r cor x 2 = r sin ip ， 


⑹ 


这 M 的 r ^ O . 

另外，偶对 （r々） 和 （r# +_2h) 在 k 为整数时代表了 lit] 一个点 P=(V，H), 因 
而如果要求 （Kf <玩则 p 为唯一确定的坐标.在 r = 0需贤进-步说明 ； 这时所 
有的偶对 （0 表示 了同一 个点（坐标原点)，因此在坐标原点会发生一些很不好的 
情形.我们已知原点就是极坐标系的奇点.构造雅可比矩阵如下 


Ox 1 

Or 

dx 2 

dr 


dx 、 

d ! .p 

dx 2 

dip 


COS (f 

sin ip 


r sm \p 
_ COi> ^ 


⑺ 


我们杳雅可比 


detA = r^O. 


因此雅可比只在 r = 0 时为0_如果以 x 2 , x 2 表不 r , 则7^以 ㈣。+ (々■这个函 
数在 ■/ = 0,P = () 处不可微， 在区域 {( r^)\r > 0 J ) < p 中，新坐标系是完 

全唯 确定的 ，没冇竒点. 

⑶具笛卡儿坐标疒的二维笛卞 •儿空 间巾的柱坐标 P 
其屮 1 , , 

x — rcos x — rsin x — z. (8) 


rcos x — rsin ip^ 


在这甩 r = o 给出了直线，即 
这的形式为 


轴，沿着它坐标系“变坏 ”了. 事实上，雅可比矩阵在 


cos ip —rsin 0 


sin 


if 0 


⑼ 
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它的雅川比只在 r 二 0时为 0. 在区域 r > 0中此坐标系没冇 
奇点.像上面-…样，在0 <： ^ < K 域内坐标 p 是唯〜确定 
的」 

(3) ”维空间中的球面坐标/ = ry 2 = = ip (图 3). 

x l = t cok x 2 = r sin <^sin 0, x 3 r con 0, 

r ^ Q . O^p < 2 tt . (10) 

对干球而 坐标， 其雅可比矩阵具有下面的形式 




cos cpsin 0 


A = 



9 sin 0 
cos B 


r cos (f cos 0 —r sin ip sin 0 ^ 
r sin ^>cos 0 r cos jpsin 0 
—rsin 0 0 J 


雅4比 J = dctA 有形式 


J ^ r 2 sin 6- 



我们肴出 ； 在 K 域 r >0^^0 5 tt 中此雅叫比不为 0. 

球而坐标系 4 :K 域 r > 0,0 < ^ < ^0 < ^ < 2 ^r 屮是唯 i 确定的，并且没有奇 
点■点 r 二任意）和 K )，7 r ( r 斤仟意）是球面坐标系的奇点. 


§2. 欧氏空间 

除了前面一节所罗列的概念外，作为我们几何思想的基础是空间中线段长度的 
概念和两条相交线在交点度量角的概念.我们的这些思想的基础在于我们（多少有 
些近似地）々:活在三维的欧氏空间里，在其中存在具特殊性质的笛卡儿坐标. 

1. 欧氏空间中的曲线 

假设在三维空间屮有馆卡儿坐标，使得如果二维空间屮点 p 坐标为 
点 Q 坐标为 [ y ' m 则连接点 P 和 Q 的直线段的长度平方等于 P + 

(# — ?/ 2)2 + (，飞_ ^尸.称这样的空间为欧几里得空间，而具这种性质的笛卡儿坐标 
为欧几里得坐标，简称欧 K 坐标. 

m 线性代数知识知道，把向最与欧氏空间中点联系起来有其方便之处，我们有 
坐标原点即点祢由 o 起始到点 p 终止的向： H 为点 p 的径向量.点 p 的柴标 
( x J , x 2 : x 3 ) 称做向量坐标.由点 o 分别引向点 P 和 Q 的两个向最 f = ( x \, X 2 , X S ), 
V ^ (〗/ 1 H ) 可以按坐标相加，得到坐标为（^ 1 + i / 1 ; x 2 -h (/ 2 ; x 3 + ^) 的向量< +仏 
也可以用数去乘向量，具坐标 ei 士 ( l ,0,0), e ^ - (0,1,0)，^ = (0,0，1)的单位向 
量6 |; 6^的长度为后而将会看到，它们是两两相万:垂直的.任意 个有 出标 




§2. 欧氏空间 


• 1， 


的向量 f 有形式 < 十 A 2 + ：^e 2 . 这里所有空间是，维的，即 

n = 3. 对于任意 n 的情形，自然是完全类似的.因此欧氏空间常常被看作线性（或 
向量）空间，其中点（径向 _M 终点 )？ ：= ( T 入…， ) 和 n = ty ，…， f) 之间的距离平 

方由 F = fy ， 〜 y ” 2 给出，在2维空间中我们有 n = 3,平面则是 n ：= 2 ; 而 n > 3 

f:= 1 

则是它们的直接推广. 

在欧氏空间中有一个被称做向量内积的重要运算. 

定义2丄如果已知向 , x n ), V = ( y y r - H 则称数. 

n 

(Ll>V ⑴ 


为它们的欧几里得内积. 

这个内积具冇下列重要 性质： 

a ) (4, v ) = iv ^ 0; 

b ) {^ i^j + ^ 2 ^ 2 ： v ) "= Aidr /} ~h 匕 r /)， 其中 A ! 和 入 2 为任意实数； 

c ) ( W ) >0，其屮<#0. 

具有形如 （1) 的内积的笛卡儿坐标…， f 被称做欧儿里得坐标， 

利用内积的概念吋以重新表述，从具径向量 （ = [ x \^ - , x a ) 的点到具径向量 

n -仏… ， v n ) 的点的线段长的平方等于向量 《-I &身的内积，而任意向量 c 二 

ov ■，：，_)的氏度等 r x /^ ry . 常常以 ici — v ^ cry 表示向 a <的长度 T 性质 o 
表明所存非零向 M 具冇正的长度. 

从解析儿何知道， 对丁两 个向量 f = k 1 ， … ,^),7? - ( y 、 … D 之间的夹角 
也可以逋过内积来表出 


COS 




= {^ rj ) 


0^( f ^：7 r . 


( 2 ) 


因此，长度洁角和向 fi 间的内积概念紧密相尤1更进步说.内积将被当作基础的首 
要概念，几何正是建于其 h 的. 

现4:设在欧氏空间巾冇曲线，它由参数形式给出 


其中参数〖经过由 
称向量 


工 1 = f l ⑴，… ,x n ^r(t)._ 

到&的区间，而 fHi ) 是参数 f 的光滑函数 ； 其中 i = 1， 



为曲线在吋刻 t 的切向量或速度 向量. 


(3) 


⑷ 



定义 2.2 -称数 


第一章空间区域中的几何> 基本概念 



b 





b 


\ v ( t)\dt 


(5) 


为曲线的长. 

换句话说，称速度向量的长度的积分为曲线的长度.① 


如果曲线 


尸 ⑴， i = 1，…， n 和另 一• 条 ftt | 线 






在 k 


相交（即 f ( to ) =3^(^), 

们通过 

4 T 

di 


h 


f .)， 于是可以论及在交点处这些曲线间的夹角，我 


df 


dt 


to 


dg ^_ 

dt 


dg r 

dt 


⑹ 


^0 


表示在 f = 处曲线相应的切向 

定义 2.3. 称满足 


Of } <f = 


〈”，如〉 

卜 I 


⑺ 


的角为这两条曲线在它们 f ( = L 相交的交点处的曲线间夹角. 
上述最后的两个定义应咳是在数学分析课程巾 i 正明了的重要事实，然而 
事实 h 它们可以被视为原始的定义.仅仅需要验证这些定义与在欧氏空间中曲线 
间的夹角及曲线长度的点观概念相致.从屮学的几何课程知道， 十-径为 R 的圆 
周长为 2nR. 又从解析几何知道，线段或具坐标（ V ， … : y rL ) 的向量乂的 K 等于 
V(y 1 ) 2 + ■…+ Or ) 2 . (由甲达哥拉斯定埋).我们来对线段和圆周进行计算，以确信 
我们关 r 长度的定义给出同样的结果. 


1) 线段. 为简单起见：设其由坐标原点为起点.于是它 由公式 f = 

1:…給出..当 Z = [) 时所有的坐标 y = ( J ， 而当 t 二1 时所有坐标:^ 
即在向 fi ( 的终点.我们的直线段的长度等于 





汾= vV ) 2 + … + ( y ， 2 , 


丁是我 们得到了所熟知的关于线段长的公 

2 )圆周 1 它由(在平面上的）公式 R ⑽ t ， x 2 二 R^in t : 其中 0^<2 tt 给 
出. 这里的速度向量的形式为〃⑴二 (-R sin t , Rcos t ), 于是长度等于 

/ >27T ____ 

^ = / Vr 2 sin 2 t + H 2 cos 2 tdt ™ 2nR. (8) 

J ii 

对下•圆周我们问样得到广所要的答案. 

另外，我们的长度定义也满足这样的要求.即由两段构成的曲线的长:等于这些 
段的度之和. 

⑦作芯不想要求对长度概念作公理化的处 J 1. 与 艽从一 组公理导出此定义的咿一忡述不如就 
把此定义$作公理. 
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但是，我们注意到关于於度的公式 （5) 依赖于参数化的曲线？= 汽 t.u ; 
1 ，… , n , a ^ b , 简单地说，沿着曲线随参数 it 一起在 a 与6之间以速度 r ⑴= 

- 运动，而这个沿曲线运动的速度 v ⑴显式地出现在公式 

I = J …⑷|出 ⑼ 

中> 

如果我们沿冋一曲线以不同的速度运动会怎样呢？从点尸= ■■- , 
r ⑷）到点 q = ( fHb ) 广. , r ( b )) 前进.如果从点 p 到点 q 走了同样长度衍 
所具有的速度不一样，我们会得到同 个 数吗？ 

这个问题的准确提法是这样的：假设给出一个在 V 到 V 变化的新参数 r ( a ^ r ^ 


b f ), 而参数/以 r 的函数形式表出 J 二 t ( r ) 7 t ( a f ) = a , t { b f ) = 6,且 f > 0. 后面这 

dT 

个不等式表明我们的参数 T 在曲线上以参数 t 同样的方式移动.于是我们的曲线表 


示为 


尸 Or ⑻ r )) 二 V ( r ) 


按参数 T 移动的速度为 


w { t ) 

存:新参数下曲线段的长等丁 


dg 1 


dr ' ^ <It 


dg 




\ w ( r )\ dr . 


我们来证明 


i / 


b 


V 


vj(r)\dr 


\ v ( t )\ dt . 


计算出向量 的长: 


IW T )I 


dg 


^ \ dr 


I ■ 

E 


df ^ dt 
dt dr 


2 


后一个等式是由于# 


dt i 


dr 

\ 


E(f 

i=l 、 


dt 

dr 




、 n rr^f ii-U 


( 10 ) 



( 12 ) 


f*b f pb 

V = / \ w ( r )\ dr ^ / 

J a f J n* 

= [\ v ( t }\ dl . 


■HUr})\^dr 
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这就是所要证明的 . 

结论曲线段的长不依赖于经过这条曲线段的速度. 

因此，我们的 K 度定义满足了对于这个量的直观观念所关切的所有必要的要求. 
例 2.1. 假设在平面卜_给出函数 .T 2 = fix 1 ) 图像的曲线.可以简单地取 d 为 

参数 d 1 二二 f ( t ). 速度向量具形式 r 二 基 、 而曲 线长为 



仵任意光滑曲线(速度参数 V 不为零的那种曲线）上可以选〖(长度)为参数，使得速 
度向 a 为甲位 向量扣〔/)| = 1 T 称这样的参数；力自然参数.对其有 f ) v \ dl ^ b - a . 

J a 

因此，自然#数具有 简申的 几何性 质： 它等于所通过的曲线段的长. 

现在假定在具欧氏坐标 (々■■ 〆 ■) 的欧氏空间中给出了另一个坐标系{V,—， 
使得 d 二 xU ' z '，，. -々 .hi = 1广… n . 设在新坐标下以#数给出了曲线/ = 
/(£)，〗= 1,…， n. 这时在原来的欧氏坐 标中同 ，条曲线具冇形式 


— x j (z(t)) = j = 1 ， • • ， 

我们称向量 L ⑴ 7 vH 其中 


4 = 


dz 3 

dt 



(14) 


为在坐标 __ ，#) 下的曲线的速度向量 • 在原来的坐标（2? 1 ， …， _ T n ) 下速度向里 

/ dh [ dh n \ 

v = v 丄…: ^- j ^ y 这是个向量，它在点尸= [ Vw , … 取值； 它与 

〜 是冋一个向 H ， fH 在点 p = (之 1 ⑴ : . z n ( ty ) 取值.点 p 是同…个，向量也是同一 
个，但在两个不同的坐标系⑷和 ㈤ 下丧出.我们要弄清楚在坐标变换下速度的坐 
标是如何变化的.我们有 


dh* dx l drj dx i ^ 

'dt = Th^li ~ lhJ v ^ 


G 己伴 ：桉） 求 和). 速度向量的平方丹有形式 


其中 



_ ^ 加 7 dx ^ 
^ k = 

t— l 


(15) 


(16) 


(17) 
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• 11， 


dz 1 

dt 


结论在任意坐标 （ 
的自身内相由公式 


) ? X = 3 :( 2 ) 下 5 曲线速度向量？; 


dz ] 

dt 


Vr\ 


i ? 人 ,. 


9 jh 


dz^ dz k 


dt dt 




给出，其中 




dx r dx 


t— i 


dz^ dz k 


2 . 二次型和向量 

我们在前面已看到：曲线的速度向量的坐标在坐标变换 


(^)下变为 


dx { . 


(⑼ 


或缩写为 


Vx — Av z , 


it 中4 


dx 

dz 


) 即在前一节所定义的变换的雅可比矩阵，我们在这里并没有用到 

坐标: ， f ) 足欧几里得的这个性质1变换规则 （1 Q ) 可以$作向址的1般定义 
的一个基本性质. - 

定义 2.4* 称数组 （(V ■ ■ U 为关丁坐标系 （ x 1 ， …， x n ) 在点 P = « ... ， 

X S ) 的一个 向量. 并且如果两个坐标系（乂…，，）和由变换’ 

x = ^■■⑷相联系，问时 xHz ^ r -- = 1,…， n , 那么对于新的坐标 

系（八 … 〆 1 )，同一个向量在点（4,…，味）则由另—组数（^1，■… ， o 给出 
它们之间由基本公式 -- 


dx 1 


相联系. 




C J 


( 20 ) 


应该注意到，在这个向量定义中主要是变换规律 （20) 的形式 ■ 

一我们考虑另一个常常遇见的几何 对象： 函数的梯度，我们习惯说的是在笛卡儿坐 

标（ V ， …，， ） 下数值函数 ） 的梯度(例如在 n = 3 的情 形)， 这是个向 
量，其分量表示为 

Of df 


grad/ = 


dx 1 7 


dx 


n 


( 21 ) 


令 h —= i, 
是如何表示的，艽中 


…， n - 我们考虑同一个函数在另一组坐标/，^下其梯度 


x { z ), 我们有 


grad/b 1 ⑻ … ,x a {z )) = 


df^ 

dz 1 ' ， dz n 
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df df OtJ . 1 

以％表乐分量在新坐标系下这个梯度的分 a 为 

OZ 1 

晒 

% = ( 22 ) 

我们看出在坐标变換下函数的梯度改变与向量的改变不同， 在后 面我们将这个 
量称为佘向量. 

现在设有欧氏坐标系 （ ST 1 ,..- : X n ), fflJ -⑹,….和6 =⑻，…，(孕)为两 
个从点户=(4,…，吨）出发的向量.在坐标系« ■ 〆 ）下，设 r = x { z ), x { z ^) = 
Xo , 这网个向量具有相应的坐标 （ T / […，/^ ) 和 «■■■ ，破) ，它们以前述的坐标公式 
相联系. 

= a ] vi 5 C = a 、 vi ， 

其中 Oj ) 为在 = U …， n 处的雅可比矩阵 , 6 和&在原来坐标系下的内 


积有形式 

•J 7 



( U ‘2) = 

i=i 

(23) 

仵新坐标系下它等丁 

71 

H 、= ^(a}^)(a^|) = g 诈 ni 也 

i— 1 

(24) 

其中矩阵 （7 = (&0, 




11 

9 jb = =vx， 

^=1 

(25) 

这就是出现在前 M、 卞中，在解决关于在任意坐标下计算曲线长度的问题时的同- 

矩阵.因此在新坐标中向 m 的内积决定 r 同一个矩阵 G = 以代数的语言来说， 

公式 （25) 表示 

t ；—(26) 


其中 “ T ” 代去矩阵的转置,我们来解释矩阵 G 的分量如在转换到新坐标时是如何变 
化的+设在同一区域中给定了新坐标 y 1 ，.. 而^ = W ( y , … ； y n) j = 1 ^ 

令 B =埤）= (^ y 我们知道，当在坐标:/下 7 向量心,6具有分量 
( cf ， … : cn ， d，m 其中 
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假 a 在坐标 （ w 下对内积表达式所给出的矩阵为(^).这表明 




= 


(28) 

利用等式 （27) 我们将到 

hu . CH ! 2 : 


(29) 

由此有_ 


^kl = • 

(30) 

f 是，打= 

定义 2.5. 

B T GB . 

称关 T 坐标系 

♦ , x n ) 的数 ifl gij.ij = 1，… ，〜阳 

= 你 为 


在点…，邛的（在向量上的)二次型，并且如果两个坐标系 «... 和 
(之、 ■ ■ ^ 11 )有变换 a = x { z ). 满足 rK …, ^( V ) - = 1^ - 那么对'于新 

的坐标系（V，". ■，)，这个二次型给出了数组 h kl 上1 = 1厂‘ 它 
们与原来的数组山公 


dx k 

9ij ^ d^J 

相关联+用矩阵形式表示即 




dx l 


dz 



(31) 


G = A v ' HA . 

如果 在点尸 给出了二次型 阳， 在坐标变换下按规律 01) 变化,那么在点尸的 
切向 W : 上可以定义二次（或双线性）函数 u 乂 }( 或 { O ?})， 即令 

{K} 二 fhjVi 3 ({^^/} = 9 ijCv j )- 

由变换规律 C31) 知道，这样定义的函数不依赖于坐标系的选取而只依赖于点尸和 
向贵€ (或向量 C 和办 

§3. 黎曼和伪黎曼空间 
1. 黎曼度置 

我们已经讨论了在空间或空间区域中的长度或者称之为度姐的概念.在具坐标 
OrV … ，: ^)的 n 维空间中光滑曲线= x ^ t ) 的按定义由公式 (2,5) © 

I =【 I 土 (OK -i T - u (1) 

并 R 要求在空间中讨一点上的曲线速度向景的长度概念都已事先定义好了 ， 

①这衷; K : 参看努的公式在 石面 均采用这种参照记号. 
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黎曼 度错被 认为是在所给坐标系中对向 M ( = (6 r ) 的长由下面公式 

给出 

( 2 ) 

这表明 KI 2 是在 h . ._'| V 所说意义下的向量 f 的一 1次函数 > 向错长度应不依赖于坐标 
系的选取， W 此阳在坐标变换下应该像二次型的分量那样变化，即按公式 （2.31) 那 
样.由此，我们引进黎曼度量的概念. 

定义 3 丄称在每点冇定义的并且光滑依赖于这挫点的切向量的一个止定二次 
型为这个苧间的某 K 域上的个黎曼度量. 

利用在上一^■节屮所给出的二次型的定义可以把黎曼度量的定义转换为下面的 
形式： 

定义 3.2. 称在具任意坐标 bS . h ，一） 的空 问某区 域中的函数组= 
gjdz 1 ■…，沙 U ' j 二1，…， n ， 其巾矩阵 ) 为正定，为这个区域 卜的一 个黎曼 
度 M . 

如果在这同一^区域上给出了个新的坐标 ( y 1 ， … , ^ 1 ) I T . z { = z i ( y 1 ^ ■ ■ ■ , 

f M = 1，… A 那么在新坐标中这个黎曼度足 :巾函 数组而 =‘(yV + . 
j = 1 ，…， R 定义，其中 


^ = ⑶ 

矩阵（叫）的正定性表示 9 ij c ^ > 0,其中的叫 fi f 不为零- 
如果给出了黎曼度量，则曲线 y 二^⑷的长度等于 

1 二 i — (補 ⑷ 

定义 3,3， 设石= (石1， … J -) 和 ，們 为在点 p = « … 的 
两个向量.称数 {^7 ]} 为它们的内积 ； 其中 


〈 f ， " 〉 =fhj(4, … ^S)Cv j 


(5) 


(叫）和向量坐标 （ f ) 的变换规律⑻和 (2.20) 保证了从同一个点出发的两个 
向量的内积与坐标系的选取无关，从不同点出发的两个向量的内积在坐标变换下不 
是个不变 M . 


如果已知有两条曲线/ 
为它们之间的夹角，其中 


== h ^ t ), 它们相交于 t = ¥ 称数 # 


COS ip — 


(^ v ) 

ieiM ’ 


这里的- 而为在交点的两个速度向 s . (我们注意 

到 ； P 的实数件质来自柯两-布辽可夬斯基不等式 \(^ ri )\^\\ V \ (由黎曼度鼋的正 
定性出发 ffi 明它 ：).；） 
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§3. 黎曼和伪黎里空间 


例 3.1. 欧几里得度 M . 
a ) n = 2,在欧[ X 坐标: r 1 


V 


1 ，.=3、 

0 i ^ j ; 


( jhj ) 


0 


0 


在极坐标 r ， p 下 


T COS f sp. 


sin ip (参看 §1) 


P = {9ij) 


0 


0 


2 


这衷明对曲线 r 


dr 

dt 



2 


dL 


b ) n = 3. 在欧氏坐 x 1 ^ 3 ^ 3 下我们有从 j = A ， 在柱坐标中 （ y l 二 y 2 
< p ' y 3 = z , 参看 §1) 




(沁) 


10 0 
0 r 2 0 

0 0 1 


b ! / dr \ fl 


dt 


+ r 2 



2 


+ i 芎 "t 

dt 


在球面坐标中 （ y 1 = r , y 2 = = ip , 参看 §1) 


(9[ i ) 


0 0 
0 r 2 0 
0 0 r 2 sin 2 9 


h ^ dr 、 2 


2 


2 


J 


以十- ⑽ w 

度量常常写成微分出的平方的形式 

dl 2 = gijdz L dzK 


⑹ 


(严格地说，心 I 定义为心 i 二 f 出（对沿是相似的其中^二为所讨论的 
曲线 d 

对丁考察过的例子我们有： 


对笛卡儿坐标出 2 = y ^( dx . ,: )' 

t=i 

对极坐标 ( M 2 二 ( dr ) 2 十 r 2 ( dip ) 2 , ，> (?) 

对柱坐标 dl 2 = ( dr ) 2 -h r 2 ( dip ) 2 + ( dz ) 2 , 

对球而坐标 dl 2 — ( dr ) 2 + r 2 [( dO ) 2 + sin 2 沒(却 ) 2 ] ■, 
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定义 14， 称矩阵= gji .( z ) 为欧几 里得的是说如果能找到坐标/ ; … 

X 1 — x i ( z ) ) 满足 


这时仵坐标 




称坐标/，•••，，为欧几里得坐标. 

I . 而所考虑的所有度量的例 了都 是在不同坐标下的欧氏坐标1下一章我们将考 
虑其他的黎曼度量的例了，. 


2,闵可夫斯基度量 

假设数阳 =; V ■ ■ ， n 使得矩阵（阳） 非好 ，即 det (^) ^ 0,并 E 形 
式 知即是 (不定的）非丄的，这时我们说它是--个伪黎曼度量. 

如果叫 为伪度量，南 = gij « ■ ■ ■ ，靖）为它在某个点 P = « ■. ■ ， 忒）上的值, 
那么由线性代数知道，变换疒二 ^ 可以把—次型 g ; 辟 转化为 

心 -.+g ?? p+i - - ni - 

其屮/>和 g ( P f g = n ) 分别为二次羽的正和负的指标.不难看 Ml (参看节 
尾的 > J 题）数 p 和 Q 被完全决定，即惯性指标不依赖于坐标系.由于连续性，二次型 
的惯性指标在所考虑的点 P 的邻域内所有的点上取冋一个（整数）俏（何是 
一般来说 ； 在此点邻域内每点同时化成同一个标准形式却是不可能 的)； 在这种情形 
T ? 我们称阳为 （ M ) 型的伪黎曼矩砰 . 

定义 3 .5.称矩阵仏）=即 ( z ) 为伪欧几里得矩阵，如果存在新的坐标 ■ 」， 

= ^( z ), d <- t , (盖)# 0, 使得 

_ () x p dx J) dx ^- 1 dx p+ J 3x^ dx n 

^ 13 dz i dz^ + dz 1 dz^ l)z l dz^ dz l dz^' 

在此新唯标系下 

<=0, j ， 

< = 1 ，当 Wp ， 

9 ii — 肖 Op + 1 + 

称坐标 « … yX ^) %j ( pj ) 型伪欧几里得坐标，其中 q = n 一 p . 在空间脱"中 
定义向量 € = (( V . D 和 v = ( y ，... ，#)的响积，，为 

K = C V 十 .■ ■ + en p - e ^ v p+l - Cv n ； 


⑻ 




§3. 黎曼和伪黎曼空间 
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则可以引进 ( p , q ) 型的伪度量；这时通常的坐标便是伪欧儿里得的 
7' 这样度 ffi 的空间 IT 也被称做伪欧几里得的，并以 ML 表示‘ 

可以认为 p ^\ n /2 l 如肴必要可经变换如— - 3 lj 化为这种形式， 

空间 政1 3 的情形特別里要+这是狹义相对论的空间 （闵 吋大斯基空间).在狭义相 
对论中假定了在屮定义的时空连续体是闵可夫斯基空间同想一下，在时空 
连续体巾的点被给予了笛卡儿坐标 （ d 1 ， AP )， 这里的第标 t 是时间的维数， 
而兜标 （V ^ 2 ^ 3 )表示 K 度的维度+相应的伪欧儿里得坐标便® /二 ct , x \ x 2 , x 3 , 
其中 c 是具4速度 S 纲（长度/时间）的常数，即在真空中的光速. 

长度冗的平方出 2 具有形式 


dl 2 [ (dx 0 ) 2 - (dx 1 ) 2 - (dx 2 ) 2 - (dx' 1 )' 2 , ⑼ 

如果有两个点（或亊件)巧= ( x / jyxlxlx ^. P ^ ( xlxlxlxl ), 则我们称量 

F, - r 2 \ 2 (x { l - x^f - (x\ - x ] 2 ) 2 - (x^ - x\f - (xi - x^) 2 (10) 

为事件乃和 r 2 之间的时空间隔■量 - p 2 \ 2 可以为正，为负，也可（对不同的点 
巧和行）为零（参见⑹. 

在这一节 最后我 们考虑在空间中 个有关 坐标的有用的例子，即伪球面坐 
标. 假设在職 2 中的伪欧氏坐标为 VW 2 . 定义伪球面坐标 p ' xa 为 

— P(:h x; I -oc < p < oo, 

x 1 psh xcos ^ 0<x < oc ? (11) 

t 2 = psh < 2 tt + 


因此， 

(■ r 。) 2 — ( W ) 2 — = p 2> (t . 

于是， 坐标 p , x ^ 只在 K 域 ( x () ) 2 - ( x 1 ) 2 - (^'f > o 中有定义.在 
空间 Mf , 2 中这个区域是圆锥 ( x 0 ) 2 - (^ 1 ) 2 + ( x 2 ) 2 的内部（图 4), 
这个 Li 域中所有点（除止_/轴上的点）都 M 伪球而坐标的非异点. 
长度元的平方在此 K 域中以.形式 

dl 2 = dp 2 - p 2 \(dx) 2 i- sh 2 ^(^) 2 ]. (12) 

不难在锥的外部也引进伪球面坐标，它们的公式是 



X 


0 


X 


X 


2 


= 叭 h x ⑽叭 

= pch ( p . 


p > 0. 


(13) 


这个情形在应用上不太重要， 
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习题 


3.1. 证明伪黎曼度量的类型不依赖于坐标的选择, 

§4. 欧氏空间的最简单的变换群 


1. 区域的变换群 


假设在 n 维空间中有两个 区域： 区域其坐标为 V ，和区域坐标 
为 z 1 ' …， 另外假设区域込中每个点被指定了区域&中一个对应的点，使？= 
J ; U = 1 , ■" 如果坐标可以反过来通过 X 1 . -- . x 7 y 表示 2：丨，…，/'即 
/ — 〆(，■■■〆)，』=1，… A 那么就说给 出了从 区域仏到区 域亿的 - 个变 
换.当然，这时我们要求函数巧义… ； ，）和它们的反函数外、 ) 是光滑 

的‘ det (尝)和似(尝)处处不为零. 

如果区域 仏与仏 相同，即 Q ^ = Q Z = n , 则称给出了区域卩的一个变换.冈 
此，区域"的变换就是在此区域中 W 进了新 坐标， 使得此新坐标在此区域内可以处 
处通过旧坐标来表达，反之 亦然： 

x 1 = x l { z x , - ' - , z 7L ), z j = ( x 1 , … , x Jl '). 

InJ 想-下，称一个元素的集合 G 为群是说 7 如果在此集介中有两个运 算：对 G 
中每对元素1 h 对应有 G 中它们的积 £f 。化对 G 中每个元素 g 对应有 G 中的逆 
g -、 它们 应具有下列 性质： 

!) (/°夕）° 卜 /。("。")； 

2) 存在儿1 € (9, 使得 1 o g = g o 1 = 〆群 G 的单位元)； 

9 ° [0 = 1* 

所给区域 D 上的所有变换构成一个群.两个变换的积定 义为： 如果 p 为变换 


■0 为变换 

则为这两个变换的复合 


X — 工 ㈤ ， 

⑴ 

Z = 咖)， 

⑺ 

•77 = xiz ( y )). 



对于逆变換^ 1 我们定 义为: 


Z = z{x) 


⑷ 



欧氏空间的最简单的变换群 
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(即我们从等式⑴把坐标 y 反过来通过 d ， 表出).恒同变换 

/ = i =n (5) 

起了单位元 i 的作用.不难验证性质1),2),3), 

从令休变换形成的群 C ? 中我们可以进一步选出也对几何重要的子群.假设区 
域 D 中有某个度量（黎曼的或伪黎曼的)，它在坐.标: r 1 ， 下巾对 称的非异矩阵 
9 ij =取«… , x rL ) 表示，如果给定变换？ = ■ ■ , z n ), 那么在坐标 z \-- , z n 

下这个矩阵成为矩阵而= 心 ( z \ …，)，即 

f dx k dx l 

9zj = ~d^ 9kl d^' ( 6 ) 

定义 4.1. 称变换 bx ， 1 、 …，)是该度量 K 的一个运动①是说，如果有 

… g ^. j { x l ( z ) r -- , x n ( z )). (7) 

因此 ； 度量运动就是保持内积的形式不变.成立下面简笮的命题. 

引理 4.1. 所给度量下的所有运动构成 -- 个群. 

事实上，如果变换 p 和 V ，保持度量形式小变，则它们的复合也保持了度量形式, 
逆变换 W - 1 也如此.此外，由定义知恒同变换保持度 g 形式. 

称这个群为该度量下的运动群. 

2. 平面的变换 

a ) 设: e \ x - 2 楚平面上的笛卡儿坐标.平面变换群的最简单的例子是平移，它是 
把牿个平而沿某个向量《=移动.在坐标表永下这个平移具形式 

/ =之 ] P = # 十 (8) 

两个按向量^和^平移的积为 

-h K 1 + ."■)， X 2 = z 2 -h ( C 2 十 7), 

即仍旧是一个按向量^十"的平移，变换⑻的逆变换为 

之 2 = / — 产 ⑼ 

这也是按向量的 平移. 恒同变换是按零向量的平移.因此平面中的平移构成了 
一 个群. 每个平移对应了平面中-个向量6平移的乘积对应于向量的和，平移的逆 
对应-《，用群论的语#表示，称保持群运算的——对应为 R 构. 这表明所有平面的 
平移同构于平面向量的群.这个群是交换的（阿贝尔的)，即 《 + 7? = r/ + f . 

⑦我们常说的这个空间的运动意味若保持所给度量不变，即保距变换. 
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b) 下而的例子是平面的伸缩(或相似扩大)，它一般说来并不是运动，用坐标表 
示 ; 伸缩巾公式 

X 3 = Az 、 I 2 = Az 2 (10) 

定义，其屮 A 为任意的非零实数.任意两个各以因子 A 和#倍拉伸的伸缩的积则具 
有形式 

^: 1 = ' ■ x 2 — Xfiy 2 . (11) 

(10) 的逆伸缩为 

t I ^2 

^ = 了， 2 = 了『 （12) 

因此平面的伸缩构成 个群. 这个群也是阿贝尔的，并同构于非零实数在乘积下 
的群+ 

c ) 平移连同 伸缩： 这 M 指的是由公式 


= A^ 1 -f ^ 1 , x 2 = \z 2 + f , A ^ 0. (13) 

给出的变换.如果/ = ^ + n 2 是另一个迭种变换，则这两个变换的 

复合具有形式 

= (m). 〆 ~h (e 1 十 ai? 1 ), 

w = ( A ") y 2 + ( i 2 + At ; 2 ) + 

因此,第一个变换巾偶对 (A4) 定义，其中 A 为非本实数彳为平面中的向量，第二个 
变换由偶对 O ^ V ) 定义，而它们的复合 （AJMR77) 为偶对 (入以+冰 如果我们将 
m 等同于 (A ; ?) (其巾 A 为非零实数，而 f 为平面的向董 )， 于是复合 （A4) 

由公式 

(入 C) ° ( 綷， ”) 二 (V, f + 久”） (15) 

定义+ (A 乂）的逆变换可写为的形式.因此平移和伸缩一起构成了一个 

群-这个群是非阿贝尔的，事实 L, 由公式 （15) 得出复合 ( u , r ?) o ( X ，0 等于 

( p ， v ) 。(入•乂）= + ^ ( KO 。( m , v )- 

注平面的平移和伸缩构成的群有一个正规子群（平移群）和‘个同构于伸缩 

群的商群+公式 （15) 定义了平面平移群和非零实数乘法群的半直积，后者是由伸缩 
构成的， 

d) 寻面的钱性变换.这个变換有形式 


x 1 = az 1 + bz 2 ^ 
X 2 = cz 1 + dz 2 


或者 



( 16 ) 


. 欧氏空间的最簡单的变换群 


这种变换由矩阵 i 定义.为了使变换 (16) 可逆,即要从等式 （16) 中能用: r 1 ，: 

\ c d 


表达出 z \ z 7 . 需要行列式 zl = ad _ be 不为零 ，即矩阵 


非异 . 如果有另一 


个非异矩阵 


和 


z 1 = a J y ] -h i / y 2 , 
z l ^ c f y l + d f y 2 

对应的线性变换，那么 （16) 和 （17) 的复合有形式 

，^ 1 = ( aa * + bc ^ y 1 + ( ab f - f - bd r ) y 2 ^ 
x 2 = ( ca f + dc !) y l H - ( cb f + d(f ) y 2 • 


(17) 


(18) 


这个变换也是线性的 5 它对应矩阵 f " ^和 f a 的乘积 + 因此，平面的线 

\ 0 d J \ c ! d !) 

性变换群同构于二阶非异矩阵群.这个群也是非阿贝尔的. 

e ) 仿射群 7 它由线性变換群与平移组合而成.这个群的每个变换由偶对 [ A ，0 
决定， 其中4为非异矩阵义为平面向量，仿射变换的形式为 


az l H 之] 
cz 1 + dz 2 -h 


或者 




其中 


ad — be ^ 0 


仿射群中的乘法规则是 


㈣ 


( AS ) 0 { B , r f ) ^ ( AB ^^ Ar } ). 


( 20 ) 


仿射群是二阶非异矩阵群和平面向量群的半直积，可以证明任何一个欧氏空间的运 
动都是仿射变换（参看节尾的习题 4.2). 

f ) 假设在平面给出了欧 氏度: : r 1 ^ 2 为平面上的欧氏坐标.在此欧氏坐标下矩 
阵如 具形式 

di：} ^ 占 ij ♦ 

我们来解释哪些仿射变换 （19) 是欧氏度量下的运动.在坐标 ( z \ z 2 ) 下度量的矩阵 
是沁，其中 



dx^ r dx l 

7)7 dkl d ^ 


y-^ dx k dx h 

k=l 


( 21 ) 
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仿射变换的雅可比矩阵 


dx k 

a ? 


与矩阵 A 


d 


相同.如果仿射变换 （19) 


为运动，则< =这个等式转换为三个方稈的方程组 


2 


1 . cih H~ cd — O h f 十 tP 


.( 22 ) 


或者写成矩阵形式为 



这表明矩阵 Z 为正交. 

闪此,(1 9 )为欧氏度董下的运动当 ft 仅当矩阵 A 为正交矩阵.方程 （22) 可以被 
显式地解出- M 为 a ' J - hr 2 = 1, 故 wj 以用角< 2? r 表出.便 a = cos = sin ^ p . 
因而 

d = cos < p.b = — sin ip 或 d =〜 cos ( p . b = sin ( p . 

对每个 ^ 我们得到两个正交矩阵类型 


d = 


COS if 

— srn (p 



(23) 


, / cos ip sin w \ / 1 0 \ 

^ = ■ (24) 

y — sin ^ cos J y 0 —ll 

第-类矩阵给出 r 整个平而以角 p 绕坐标原点的旋转.这类矩阵的行列式等于 1. 
第二类变换化为两个变换的复合 ：以角 ^进行旋转，再对横轴反射 




这时矩阵 a 的行列式等于 - i . 第一种类型是个矩阵行列式为+1的运动，它构成了 
整个运动群的一个 F 群.这样的运动（即无反射的运动）被称 做正常 运动. 

引理 4 . 2 . a ) 任意 '个平面的正常运动是绕某点的旋转或者是平移+ 

b ) 任一个形如的运动 5 其中矩阵 A 的行列式为 - l y 是对某条 
直线的反射和沿着此反射轴平移的复合（或称滑动反射)， 

证明 设运动为 


x = Az \ ^ 


A = 


{ COS (f 

y - sin ip 


sin <p 
cos <p 



(25) 


up z ^ Az ^^. 如果 一 = 0 7 则4 = 1,从而得到平移.设义一].我们来找出这个运 
动的旋转 中心. 这个中心应是变换 （25) 的不动点 ，即点 邱使 


2 q = AZq + 


( 26 ) 
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由 （26) 得到 

(1 - A)^o = ^ (27) 

如果形如 （25) 的矩阵71 小为 则矩 阵〗-/必定非 退化，因此由等式 （27) 唯一地 
确定了旋转中心勿.断言 a ) 得证. 

现 / 十 : 考虑 det ，4 = -1. 的平面运动群.当绕轴的旋转使得（参看公式 (24)) 



即 d 为对横轴反射的矩阵.变换 Az + ^ 有形式 



令 


V 


y 2 + 2 e 


使原来的也标改变.在此平移后我们的运动具形式 



-V 2 


(28) 


(29) 


(30) 


(31) 


这是一个滑动 反射. 在特殊情形 f = 0时 ； 我们得到纯粹的反射.引理得证. E 

因此，我们得到三种类型的平面 运动： 平移，旋转和滑动反射（特殊情形为反射 ), 
g ) 在这里我们考虑运动和伸缩生成的群，我们要弄清楚在变换 


^ = \Bz + 其中 = 1 


(32) 


下欧氏度 M 发生了什么 情况. 这时的雅可比矩阵4 的形状为 A = 其 

中 B 为 U : 交 矩阵.于菇 在坐标 { z \ z 2 ) 下此欧氏度量的形式为 


g-j = = X 2 Sij . (33) 

因此，在这些变换 F 矩阵知都被乘以同一个数.这样的仿射变换被称做共形变换. 
我们要弄清仿射变换 （ 19) 中哪些是共形的+像前面那样进行论证、我们得到矩阵 4 
是共形的条件 



(34) 


于是，矩阵 B = 为正交.这样，共形子群由形如 


x — XBz -J- f 


(35) 
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的仿射变换组成， 其中月 为正交矩阵 

假设矩阵 s 的行列式等于+1,即 b 具有形式 


j cos sin ip 

H = 

\ — Sju ip COS (fi 

引进复变 M ! 〃 — iz 2 7 u ) = a 1 + ix 2 . 丁是由等式 （35) 我们得到 

iv = (x { 4- ix 1 ) = A(cos ip — i sin p ) (之 '十 iz 2 ) + (^ 1 + id 



即 

这里的复数 u 和0具形式 


W = OlV -f 3 , 


(36) 


a = Xe -' 3 = ^ +^ 2 . (37) 

公式 （37) 表明正常（即 dct B = l ) 的平面共形变换就是复平面 C - C 1 的复线性 
变换 

v = z 1 -\- iz 2 卜> w = x 1 + ix 2 . 

假设矩阵万的行列式等于 M . 我们看出（参见上面的例题）这样的变换是由旋转再 
加上对横轴的反射得到；这个反射为 


2； 1 — Z 1 . 

X 2 — -z 2 ‘ 

用复变 M U 和％此变换可以表达为 

w = v = z 1 — iz 2 . (38) 

因此,平面 t 欧氏度量的共形仿射变换的一般形式为 

切 = av + . 占或 w = a [' + j 3 , (30) 

I 

其中 a 和/?为任意复数且 a 一 0.如果 | a | 二1,变换 （39) 则为欧氐度量下的运动. 
如果 u 为实数，我们则得到了在例 c ) 中分析过的平移加伸缩的变换. 

3. 三维欧氏空间的运动 

像在二维情形一样 } 三维欧氏空间的运动都是仿射变换.我们皆先考虑作为线 
性变换并使坐标原点保持不动的运动.它给出了三阶矩阵 A = 

mf 

x = Az , T i = a ^ z j . (40) 
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在坐标夂 A # K , 度董是欧氏的，即讲』=心.这里的雅可比矩阵为矩阵 
-4 -于是在逝标之 W 3 下度鹭为力，其中 

3 

i=l 

如果而 =~，即变换 （40) 是个运动，则有 

3 

a i a j = (41) 

k =\ 

等式 （41) 表示： 如果基向量 Q = ( l ,0,0)， e 2 = (0 J 1 0), e 3 = (0, 0,1) 相互正交，即 
= Sij ， 则向世 = a^Ei 也正交 ■ 

等式 （41) 的矩阵写法为 

A [ 'A = 1. (42) 

故而，矩阵4为 jL 交.因为 detA T = detA 故矩阵 A 的行列式等于士 1: 

dot^l = 士 ； L (43) 

止交矩阵的群与保持形式 （ x 1 ) 2 + ( x 2 ) 2 + ( x 3 ) 2 不变的变换群相同，即是这样的矩阵 
A 便得 

( x t x ) 二 ( Ax , Ax ). (44) 

在这些条件下有 

引理 4.3. 变换 A 有不变的直线^它在4下或者完全不动或者是反射变换. 
证明设 t 为此直线的定向向 M ， 于是我们有 

Av = Xv ) (45) 

其巾 A 为实数.于是 U 是具特征值 A 的特征向量.这里的 A 是矩阵4的特征多项 
式 的根： 

— A - 1) = 0. (46) 

方程（ 46 )关于 A 是三次的 7 并具有实系数.因此它至少有一个实根 A c . 根心对应 
于至少一个特征向量叫.于是 

(^ O f ^ o ) = {^ Vq , Avq ) = \ l ( v 0 j v 0 ), 

由此知心=士1.引理得证. □ 

设向量 w 垂直于特征向量如： = 0 . 干是向量 Att ， 也垂直于如： 


= : t(AvQ ， Any_) ; ±{vd, w) = 0 . 


(47) 
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结论垂直于向量 t ， 0 并通过坐标原点的平面在变换乂下不交. 

在空间中选取欧氏坐标 使得/ 顺着向量叫方向. f 是在此坐标下 4 


有形式 



(48) 


由等式 （ 42 ) 得出矩阵 




为正交.因而它具有形式 




( cos ^ 
— sin ip 





于是按照 A c 和 ad - cb 的符兮我们有下列的运动类型. 

a ) 绕某条轴的旋转.以 P 轴为旋转轴 ： 这样的运动的矩阵有形式 


A = 



sm ip 
COS ip 



dot A = \ {) (od — be ) = 1 , 


(50) 


在 A () = — l^ad — be 


的惰形，我们可以选取坐标使得矩阵 


d 


取形式 


a 


[) 


c d 


0 


1 


. 这时沁 


0 0 

-1 0 


0 -1 0 I 为绕 rr 1 轴旋转了角 7 T ， 

、 0 _v 

b ) 反射旋转.这个变换由两个相继的变换 产生： 绕某轴的旋转和对平面的反射, 
其中的平面垂直丁这条轴.这时矩阵化为 


.4 


cos ip sin ip 0 


sm ip cos (p 


0 


0 


det A = -1 


(5 i ) 


我们看到 ； 如果 det 4 = +1 则对应的止交变换总是绕某条轴的旋转，正交矩阵 
^ 生成一个群，以0( 3 )表示.具行列式 +1 的十:交矩阵生成 0(:1) 的 了群， 记其为 
SO (3), SO (3) 中每个矩阵至少有一个特征值 1. 由于已进行的讨论， 50(3) 由经过坐 
标原点的所有可能的直线为轴的旋转组成. 

现在我们来分析三维空间的任意运动了如已经注意到的那样 ； 这些运动是仿射 

变换 


^ Az 4 


(52) 
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完仝像平面的情形 样， 我们确定矩阵 a 是正交的，作到坐标原点的平移.设^ 
V + Vo - 于是在平移后，这个运动可写为 


I ~> 


+ (^■ — i)yo + €■ 


(53) 


假设 A 具形式 (51), 即绐出了反射旋转.矩阵 
便得 

(1 - A)yo 二匕 yo 二 < 
这时在坐标 y 下变换就是反射 旋转： 


- 1于是非异.吋以找到向量如 




(54) 


Ay , 


cos ip aSin ip 
- sin cp cos ip 


(55) 


现假设矩阵 4 尹 1 具有 （50) 的形式，它给出对某条轴的旋转.这时矩阵 A 
关干加 的方程 (54 .) 写成 


退化, 


0 - 物。 


4 —^ 


(1 ⑽ ^>) y ] 0 - sin 

sin + (1 - cos ^ p)yl = f , 

o - e - 


m 


如果 p _ 0,此方稈组无解.但从前两个方程可以唯一地解出 W 和 W (如果 P 笋()， 
即变换 （52) 不是纯粹的平移).这时在第二个坐标 M 的任意选取下，运动 （52) 将具 
形式 


Ay + (0,0 ，d 


cos <p siti (p 0 
- sin ip cos (p 0 


(57) 


其屮 q = (0, 指向 d 的旋转轴， A ^ = q . 

结论 三维空间的正常运动 (det A - 

旋转 

螺旋旋转加 h 滑动反射得出整个运动群+ 


因此，这个运动是螺旋的. 
+ 1 ) 是螺旋运动(特别地， 


是平移和 


4. 变换群的其他例子 

a ) 按第3 小节的分析方法，我们考察 n 维欧氏空问的保持坐标原点不动的运动 
群■以0{«)记此群 .0(^7) 中每个元由71阶 TE 交矩阵 j 给出： 


x — j 4 ^ A . 


detA = zfcil. 


(58) 


形如 （ 58 ) 且 det d = 1 的变換构成子群 SO { n ) c O ( n ). 这个群也被称做 n 维旋转 

群，然而这样的命名是有条件的，因为当时的维旋转- 棄 说来并不是平面的 
旋转+ 
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群 SO ( n ) 是连通的，其意义如下；如 果烏和 A 为任意两个旋转， Ao . A , G 
50( n ), 则在 SO ⑻中#在一条曲线 A ( t ), 0 ^tKl (即 具行列式为1的正交矩阵的连 
续族)，使得 A ( Q ) = 戍 ，川; i ) = A l4 

只耑对 为单位矩阵 1 £ 50(77) 证明此断言.由线性代数知道^任意正交矩阵 
(在这里是山）可以化为分块矩阵 


其中笫〗块具形式 



0 


G 

士 1 



il J 



cos <fi 



Sill 

COS 



0^：<pi < 2 tv. 



(60) 


(在前-小节中对 n = 2, S 的情形得到过这种约化形式) + 

考虑矩阵族 A ( t ), 在每个块 （60) 中将角仍换为 t 糾.当£ = 1时我们有矩阵 
而当 i = 0时得到对角线为土 1的矩阵.因为 det A = l , 于是 -1 的个数为偶数. 
重新安排坐标，将此矩阵化为下面形状. 



0 


其中毎-块有 形状: 



这样的矩阵可以经曲线与单位矩阵 联结： 将每块 （62) 替换为 


(61) 


㈣ 


( COS t 

- sin t 
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在 f = 7 T 我们得到初始的矩阵， f = 0时为单位矩阵. 

显然 ，群 O ( n ) 不 连通： 如果矩阵和山各有 det 也= l,det ^ - -1, 则这 
些矩阵不 MJ ■能以曲线相连接.事实上如果存在这样的曲线 7 则 d C t 4⑴是 f 的连续 
函数 + 但 dct A = del . A (0) ; 1 而 <iet A ( l ) = — 1. 

b ) 伽 利略群 + 经典力学中著名的伽利略相对性原理的论 断是： 如 果一个固定的 
参照系置换到其他任意的#照系 （ y 1 〆 2 〆 ' 而后者相对于第一个系 
统作勻速的盘线运动，则所有经典力学的规律均保持其自身形式不变.这就是说，经 
典力学的规律相对于伽利略变换 



不变.这里的1为相对于固定系统的该系统的运动速度（图 
5). 称由从固定系统的变换 （64) 得到的参照系为惯性参照 
系.我们作一个重要的 评注： 在经典力学中，时间 i (连同它 
的承载空间脱，具柯绝对的属性，就是说,两个事件4和 S 
之间的时间间隔量 At 不依赖丁这个间隔是在哪个惯性参 



图 S 系统 （ a ： 1 ,：! 2 ” 3 ) 固定 
不动 > 系统 ( x n W ) 以 
常速 U 沿第一条轴运动 


照系统中度量的.换句话说，时间的流动对整个宇宙是同 -的； 在空间的每点上都放 


着间步的时钟.从纯几何的观点看，伽利略变换只不过是从一个坐标系 ( t 7 x \ x 2 , x 6 ) 


到另一个 (t\ x n , X lZ ) 转移的公式，其中 f r 保持经典力学规律不变的伽利略 
群得出的一般变换形式为 


t f = t , 

x f Axx {} - vt . 



其中 4 为旋转矩阵. 

定义 4.2. 称形如 （65) 的变换群为伽 利略群+ 
力学中产牛的不太显然的变换群的例子是 



变换群（⑼）与开普勒第三定律相关 ： 这个定律说，行星运转的周期的平方正比于与 
太阳距离的立方（在近日点).事实上，开普勒第彐定律是由送样的力学系统得 出的， 

即具势能 W =常数 / r 的牛顿引力场中的质点运动，它关于变换 （66) 不变： 这些变 
换把运动轨道科7换为运动轨道. 
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习题 

4.1. 设 Q ( x ) = ~:^:(其中心=6#)为二次型 y ) = bijX { y j 为相应的双 
线性形式.证明线性变换 A 保持双线性形式 B{Ax,Ay) = B{x,y) 当且仅当它保持 
二次型 不变: Q (如）= Q ( x ) (向量: j : 和 y 任 意). 

4.2. 证明欧氐空间的任意运动是仿射变换 . 

4.3. 77维欧氏空间中的仿射群同构于形如 

(o 0 

的 n +- 1 阶矩阵的群，其中 A 力非异〃 x 〃矩阵: f 为 n 维列向 

4. 4. 求伽利略群的矩阵表示. 


§5,弗菜纳公式 


1. 平面曲线 

考虑一个欧氏乎面，其欧几里得坐标为单位基向 g 为任意点 P 的 
坐标 { x , y ) 表示了径向向量 T = xei ^~ ye 2 , 它是由坐标原点0到 P 点的向量.向量 
r 的长由公式 

r l = V r ) = + y 2 ( i ) 

给出，假设有光滑曲线 


⑴; 


X 


^(0， v = v (^ 


( 2 ) 


这里的曲线上点的径向向董为 xiOe ^ yit )^. 此曲线的长为 


b 


h 


VWTWdt 


di , 


⑶ 


其中士 


dx 

dt 


V 


这里的长度微分为沿 = 卜 | 也，卜 


\/( v \ v ), V = xei ye 2 是速 


度向量 _ 我们记叫=显式地以 （ 为下标，表示是参照 于参数 （ 的速度向量 . 用自 
然参数即长度；来考虑曲线常常是方便的（参看 §2.1): 


邱 ）， v = y ( X )- 


(4) 


于是 v = % = ^ + % 2 加=1. 如果在曲线上给出了任意的参数 t,x = x ( t\y 


dl 


dl 


y { i ), 我们则有关系也 = v ^ 2 十 v 2 du 有两个起重要作用的 向景： 速度和加速度向量 


dr 

dt 


vt , 


d^r 




⑻ 


§5, 弗菜纳公式 
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如果是自然参数 Z ~则 IH = L 我们有下而简单而常常有用的引理： 

引理 5.1, 如果已知依赖于时间的向 M r = 且 K '| 三 l t 则向量 U 和6 
S 直+ 

证明因力 V = + V 2 C-2 且 M 2 = (U 1 ) 2 + (V 2 ) 2 ， 故 


d 

dt 


{ v . i ?) — (? j , v ) (?/, v ) — 2( v . v ) 



闪此 (V ，心 引理证完， □ 

注如果有任意两个向量 IT ⑷和 w { i ); 则在欧氏几何中成立 ^{ v , w ) = { v : U ；) + 

Cv V 

iv •，的 • 

把我们的引理用于具自然参数 / = * 的曲线 r = r { X ) = xit )^ + y ( t ) e 2 , 并设 

v = %、 则得到 
at 

推论在自然参数下速度 V ⑷与加速度 w ( t ) = ^相互垂直. 


定义 5 丄称加速度的值& = \ w ( t )\ 为曲线 r ( i ) 的曲率，其中 t = /为自然参 
数.称 A = 土々为定向曲率，其中的符号与向 M u 和 w 的坐标构成的行列式的 
符号（即标架 Ov 叫的定向的符号）一致+ 

结论 

dv . d 2 r 

di^ kn= d^^ ⑹ 

其中 n 为曲线的单位法 向量： 


n = 


w \ 




称数 i / a ： 为曲率 半径兄 

足否这个曲率概念与我们的直观观念一致？曲率有如下 性质： 

1) 直线的曲率为零. 

证明 X = Xo al,y = + bl (直线).取的是自然参数~就是说 


因此 


W 


d 2 r 

dP 




0,从而 h = 0. R ^ do . 


2 



2 


V 


2 


2) 半 径为五 的圆的曲率为常数 R ~ L . 

证明设 


x = i?cos 


R ， 


Vo + flsin \ -r 

tt 


⑺ 
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其中开为常数.于是 


d 2 x cos(l/R) Sy sin(l/R) 

研 = - — ; ~ = ―-— 


从而卜 1 



n 


有重要的 定理； 

定理 5.1, 如果以自然参数 / 表示的曲线 r = r ⑴ 


弗莱纳公式 ; 


dv 

—=iu = kn 、 

(if. 

dn . 


的曲率处处不为零，则成立 


⑻ 


其一^ 单位法向鼠 


证明由于 n 为单位法向景且 n 与 r 垂.以，我们冇 
a) 〈 … 芸〉 =0( 引 3R 5.1) 

h ) 昝 nv (因为 n h , 且空问的维数为 2). 

因为 M = 1 t 于是 | rt | =令 ' cl 等于什么？由于 ( v ^ n ) - 0, 我们有 


0 


d 


(^, n ) 


dv 


dl 

—A; + a* 


dl : 


, n 


v . 


dn 

'dl 


k 4- a{r, v) 


因此 &=-匕 定理得证 + □ 

注如果曲线的曲率在曲线的某点上为零，那么可以在这点定义曲线的法向量 
A 使 n 丄"并使标架 ( v ， n ) 为正定向.这时把&换做定向曲率&则弗莱纳公式 （8) 
仍然成立（清验证!) . 

弗莱纳公式的几何意义是 什么？ 由丁# = kn ^—— kv，R ( v ^ n ) 为单位法正 
交标架:于是 说 dl 


v + v + (〜)■^十 0(A/ 2 ) = v -\- h(Al)n -h 0(A/ 2 ), 

n + An = n + (A/) — + Q(Al 2 ) ^ n - k(Al)v Q(Al 2 ). 
令 k(Al) = A # 于是 

coh(A^) = 1 + G(Aip 2 ), 
sin(A^) = A(p + Q(Aip 2 ), 


⑼ 


(10) 


从而我们叶以写成 


v -h Av 以 coa ( A^)v + sin ( A (^) n ? 
n + An fts — sin ( A ^)^ + cos ( A ^) n , 


( 11 ) 


就是说，由标架 ( v , n ) 到标架 (?? + A ；；, ^.-h An .) 的改变是弯曲 r —个小的角厶 p 二 kAL 
闪此，弗莱纳公式描述了仵从点；到邻近点 H AZ 转移时标架以 n ) 的弯虬它 
精确到一个二阶的小最，常以公式 


dip 

~di 


i ... di -p 


( 12 ) 


表示，其中 p 为向 ft <或 n) 在沿曲线运动时的旋转角. 

现在提出一个自然的问题：如果参数〖不是自然的，那么怎样计算平囬曲线 
r ( t ) 二 ( x ( t ), y ( t )) 的曲率？ 

此时 W =斤,?办㈣ 户],因此 ㈧量叫和以=叫（速度和加速度）不乖直， 

设$ = f(i) +e"e 2 为任意向童.对我们的曲线而 W 有 


\vt\dt — \f\di. 


(13) 


对于任意向暈我们有 


dl 


1 dt 

j^ t | dt dt dl 5 


(14) 


其中 bl = ^而速度是按参数 （ 沿曲线运动确定的 , 


设 咖) 


dr 


v(t) 为单位切向量（如果为自然参数，则等于速度向 M y 


由曲率的定义，我们有 


(fir 

lx 1 


dr ) 

lu 


dl \]v t 


(15) 


(在自然参数下，加速度的长等于曲率).由公式 （14) 得出 


h ; t 


1 d / Vt_ 

Vt\dt V \v t 


叫[ 


(dvt 
\dt 


v t d\v t 
Vt\ dt 


RF 


r — 


r d\r 
2\ r\ 2 ~dt 


其中 hi = 1 汁故而我们得到（假定 | f | 一 0) 


wi 


d 2 r 

dP 


_L ( r - 

r 2 \ r 2 


(16) 


由此对 T 曲率有 


d 2 r 


^12 


v - (tvHl 


(17) 
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其中 v 


dl r 


向 s 


vji 


d?r 

^2 


的分呈有形式 


Wi 


r 


2 


xx 4 - yy 

x — x—z - -tt I ei 


；,2 


十浐 


r 


7 


釋" r " 

， * ^ + vv 
y - y *2 ^ -2 ) e<2% 

x L 4 - y z 


⑽ 


进而 


| i ^| 2 = 


j -* • •• • \ Q 

{^y - v^r 

(± 2 + y 2 Y 


因此，我们证明了关下曲率的重要公式. 

定理 5 么对曲线$ = x ( t),y = y ( t ) 在任意选取的参数 f 下有公式 


(19) 


k = 


d 2 r 


I __ ‘ ” _ I 

\^y - yx\ 

(如 + 力〒/2 


m 


其中假定 y +:) 2 


2 


一 0 _ 
V 


注意，分子是矩阵 r 〃 I 行列式的绝对值 

^ V 

2. 空间曲线.曲率和換率 


用 

⑷有 



= x {t)'v = y(f)'z z(t), BP r 


dl = \ r\di ― \ vt\di = \/± 2 H - y 2 + z 2 dt . 


( 21 ) 


为 / 基木定义的简明起见。我们就像在平面曲线的情形那样 y 薛先只考虑自然参数 

— ”(/)〆/; = x{l), y = ?/(0, ^ = 之 (1)- 由定义， v = r = xe\ 4- ye 2 + ze^, w = v = r = 

xei + ye 2 + (这 M 的 “ ” 表 示对； 的导数，因为 （ =;) t 像在平面的情形，我们引进 

定义 5 . 2 .称相对于参数/的加速度的绝对值为空间曲线的 曲率士 = | 抑 | =旧. 
称曲率的倒数只 = AT 1 为曲率半径. 

我们由引理 5 -1 知道，速度和加速度向量相互正交:叫丄叫，这是闪为 |^| = 1, 
0是在7维情形，向量 A 和即便仰 〆 0也不够用来构成空间的一个完全的标架. 
从直观上很显然，在三维空间屮仅一个曲率是不是以表示出曲线的几何性质的特性 
的 + 例如，绕在圓柱上的曲线（圆螺旋线）表示为 


^ = i?cos t , y = Rsin z = L 


除去曲率外它还叫第三维方向扭转 _ 6) . 第三个基向量可取为垂直于 w 和 
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回忆在线性代数屮，二维欧氏空间也重要的向量乘积的运算. 
如果为三维空间中的向量> 




V 


( 22 ) 


其屮^ 为单位苯向 jg 卜 


J ^| = 1), 则我们可以构造向董 




Ci . 其中 7 1 = 《 2 rf 、一 C 3 " 2 , 7 2 = f 3 " 1 .•- fW ，:. 1 


ev 2 - en { . 换句话说，士 y 等于矩阵 




的分部行列 



式，即由*掉第 t 列后构成的矩阵行列式. 我们 看出 


[tv] ^ 一 h 也民 1 +&,T?] = [ftrr;] -h H 

fA^,??] = A[C,r/]. 


(23) 


还成立雅 Nj ■比怛等式 


阳札 < 卜 [[ C 5 C ， U ] + fe 5 CU ; 


(24) 


另外，由解析几何知道向 a 积的性质识 j 指向向量张成甲.面的垂直方向，即与 
向量从+ W 垂直，而且其长度等于 


t "] 卜 |$j|. 咖 n ^ 


其中 P 为 f 与 r / 间的夹角， 


COS ip 


in 2 , 


l£l 2 W 


㈣ 


注 如果 f 和 r / 在平面 h , 则它们的向 景积正交于这个平囬（即指向 
轴 )， .a im ] ; mev % 于足 k 度 i [ u]i 等于 = 


在 I . 小节中所得到的表示平面曲线曲率的式 （20) 现在可以電写为 

\ xy - yx \ _ |[ r , r ]] 

— (± 2 +铲产— 


( 26 ) 


它对任意参数〖成立. 

因此，平面曲线曲率的一般公式可以通过向 M 积 [ r , r ] 的来表示这个曲率.因 
为曲率与按弗莱纳公式的标架 ( v , n ) 旋转相关联，于是标架 ( v , n ) 的绕 lH 交 p 平面 
i ^ y ) 的轴旋转的角速度向量自然地与曲率相关.让我们冋到空间曲线 r = r { l),r = 
{ x , y , z),x = x { l),y = y ( l),z = z { l ) 的情形 + 对于它， 


r(/)，.r 


(l) 


dr 


， ？ j ;(0 


d 2 r 


(27) 



0 


k 


0 


(32) 


B = I —k 0 —k 

K 0 

最后应该注意到曲率和挠率是欧氏空间中曲线的几何 不变量的 个完全的集合. 
更准确 地说： 

1) 如果已知平面曲线的函数关系 A = k ( l ), 则对以准确到相差.-个平面运动的 
范围内唯一地重新恢复此曲线.称方程^⑴为曲线的自然方程， 

2) 如果已知空间曲线的函数= k ( l ), K . = k ( 1 ), 则可以准确到一个全空间运动 
的范围内重新恢复此 曲线. 称这 对方 程为空间曲线的自然方程. 

对这两个定理的证明可参看 TTiKt 拉舍夫斯基的书 [21 + 

3. 依赖于参数的正交变换 

设 A = = 1,… ； n 为正交矩阵（参看§4)， 即 


A t A 


〉: ^ik ^ ^jk j 




其中每个叫都是参数 （ 的函数.又假设叫⑼=心，即 A ⑼= 1. 我们冇 


引理 5.3. 如果 A ( Q ) = 1,则矩阵 B 


dA 

di 


为反称矩阵 


证明 对 （33) 式两端作关于（的微分得到 


0 = 玉〜： ^(Aij a ^ + o ， ija ik ). 


现令* = CL 因为叫 (0) = ‘，故我们得到 


E {flijSik H ~ SijCLi ^ = bfcj 十 bjk 


这就是我们要证的. □ 

由此引理可以立即得到弗莱纳公式的新证明，设 ei ( t ) = v ( l ) ] e 2 ( l ) ^ n ( l ), 
^{1) - b ( l ) 为依赖于自然参数 I 的空间曲线上的标架. r 是从 e ^ c 2 ( l ), e 3 ( l ) ^ 
正交变换得到标架 cn (/ + Al ), c 2 (l -h AI ), p , a ( I . -h AO , 这是因为这两个标架都是正 
交的 

: j 

以(1 十 AZ ) = (/, (i = 1,2,3), 

j-1 

3 

AQq ^-(/ ? AZ ) = 5 jk ‘ 


(34) 
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对等式 （34) 作关 r △/ 的微分并•令以= 0,我们得到 

帥)=工>.而( 0 : ( 35 ) 

j=l 

其中矩阵兩 ,） 由引理 5.3 知为反称的.因此矩阵5二 （ b ) 有形式 

广0 &12 

B = —hvi 0 f ?23 ， bij — — bji ， ( 36 ) 

y —^13 —^23 0 y 


按定义 


因此 h Vl ^ k , b V6 


. dei dv T r 

ei = lu = di =kn = ke ^ 

-0. 这表明 ^ = -^ 31 = 0,从而矩阵万具有如下 形式: 


B = 



k 

0 

f>32 



— ^32 
0 


ffi ^ - k i2 , 我们便得到了弗莱纳公式 （ 29 )( 其矩阵形式( 31 ),(^ 2 )). 
对于平面情形证明可类比地进行. 


习题 


5.1 . 对于螺旋线 r = ( w . cros f ? a sin t 7 ht),a > 0,6 ^ 0, 求弗莱纳标架 T 曲率和 

挠宇、 

5.2, 求下而曲线的曲率和 挠率： 

a) r 二 e^(sin t, cos t ? l): 
h) r = a(ch t. sli t, t). 

5 - 3 . 设椭圆的半轴等 r a 和 6, 求在其顶点处的曲率. 

5. 4.求卜列曲线的曲率和挠率： 

b ) 7. = ( 况一尤:» + * 3 )， 

5*5. iE 明： 如果曲线的曲率 = 0, 则此曲线为点线. 

5-6. 证明： 如果曲线的挠率 ^(0 -0, 则此曲线在平面中，求此平面的方程. 

5.7. 描述具有常曲率和常烧率的曲线类: A :(;) 三常数^常数. 

5.8, 描述具常挠率的曲线类=常数. 

H 证明：曲线 r = 7■⑴为平面的当且仅当混合积（匕 f ) 三1〉= 0+ 
5.10 .设为平面曲线与一条（平行于切线的）和切线距离为 h 的割线之间的 
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■邪 ♦ 


面积.用曲线的曲率表示出 Hm 

/卜卜0 / i 3 

5,11,证明：对于光滑的闭曲线 C : n r ⑴有 

j > (ri Kb)dl — 0 

C 

5.12. 证明： 弗莱纳公式可以表示为 



= [C. b = [Cyb]. 


求向量达布 NMh 

5.13* 解方程 f = [ w , r }, u ? = 常数. 

5.14. 证明： 曲线 r (/) 的曲率和挠率成 比例： A = d {> # 0 U 为常数当且仅 
当如果存在常向量 u 使得=常数. 

5 .15. 假设条曲线由向量 n 和6张成的法平面均通过一个固定点^证明 
这样的曲线必在以此 点为中 心的球面上， 

5.16. 证明： 曲线 r ⑴在半径/?的球面上当且仅当成立关系 




5.17. 证明 


把=豆1 1 _ 


(r,r ， 厂） 


118. 对于平面曲线 r 
为此曲线的肖然参数+证明 


( I ), 我们考虑曲线 n ( l)(n 为在所给点处的法线 ) J 


dl 


5.19* 设 


dl 


\/ k 2 -h K 2 . 


A ^ A ( l ) 


0 k{l) 0 
—k.(V) 0 —k(V) 

0 k (1) 0 


\ 


K (0). 


定义向想: 


j 


3 


Tjil ) 为方程组 


dr ^ 

~dl 


^ a)/'，j = 1，2, 3, 

其中 n (0)， r 2 (0), r 3 (0) 为给定的正交标架. 

a ) 证明： 对任意 匕标架 r x ( i ) 7 r 2 { l ), r ^ l ) 为正交， 


b) 假设 〆(/) ㈡ r Q + rj(l)dL 证 - 明： 迭时 ri(/) - v*[l) ， r 2 (l) 二 r^(Z),r^(Z) = 

•J 0 

其中分别为曲线 rUl ) 的切线，法线和次法线， 并且此 曲线的曲率和 
挠率分別等于&⑴/ 

5*20. 设曲线在球面上并有常值曲率，证明此曲线为圆， 
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§6. 伪欧几里得空间 

1. 狭义相对论的最简单概念 

回忆一下伪欧氏空间 Ul ( J , p^q = n , 它定义为一个有坐标: c 1 〆， …〆 1 的空 
间，其中向量《= ; O 的“长度平方”由公式 

旧 2 = do = ⑴ 

4 = 1 i=\ 

给出（畚看认2)，在 n = 4 lP = 我们得到狭义相对论的时空空间（闵可夫斯基空 

间崎， 3 = 珩)， 其坐标为 zW #， 夂通常我们假定# =咪其中常数 c 为真空中 
的光速.我们也称空间=町为 （ n 维）闵可夫斯基空间. 

在空间中向 M f = (^^ 1 ^ 2 ^ 3 )的 K 度平方由公式 

if I 2 =化乂）= (ff - ce 1 ) 2 — (? 2 ) 2 - ( e ) 2 

给出.数 iLt 、 可以为正，为负也可为零 .使旧 = 0的向董 f 
构成 空间珩 中的锥，我们称其为迷向锥面或光锥(参看阐7的 
空间哟的情形).在锥内部的向量具有正的长度平方，阳 2 > f )， 

称其为类时向量.在锥外部的向量具有负的 k 度平方， [ e [ 3 < o 5 
称其为类空向量在图7中《4.为类时向量为类空向量 ，而 
&在此迷向锥面九氏度为零,称这样的向量为迷向向量或光向 
量. 

考虑任意质点的世界线（参苕 §1.1). 这条世界线在 R 彳中 
具形式 

x 0 = ct 7 d x 2 ^ x 2 ( t ), ^ (3) 

这里的曲线 ^(0,^(0.^(0 就是在一:维空间 M 3 中通常的点 
的轨线. 切丁世 界线 （3) 的向暈具有形式 

i 二 (4) 

注意， (^S^,r ri ) 足点在空 N 运动的速度向景^的坐标+在狭义相对论中所用的假设 
是说质点的运动速度不能超过光速 q 即 | 叫 < c . 这表示 

, 2 -(^) 2 -(^) 2 -(^)^0, (5) 

就是说向量 f 是类时的或者是迷 向的. 特别 ； 如果我们的世界线就是光子的世界 
线，那么向量$便是迷向的，即卜 | = c . 由于这个理由，我们也把迷向锥称为光 


( 2 ) 



图7空间辦中的迷 
向锥面: ( I 0 ) 2 —( a ? 1 ) 2 — 
( x ^) 2 — 0 
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锥.事实上，只有无质量的点（例如光了 1) 才能具有迷向的切向量 ■( 正）质点的世 
界线总 H 屯类时的切向量.特别地， （iK) 质点的世界线整个严格地落在光锥的内 
部 （K 注氣在空间的所有点上都有迷向锥). 对于炎 吋曲线（即其切向暈处处 
为类 N 的曲线）可以像在欧儿里得几何中那样定义长度的概念.如果曲线具形式 
X 0 = = x ’( r )， x 2 = x 2 ( t ), x 3 = x ： t ( r )^ = ( x °. x 1 , x 2 , x ^), j^| 2 > (J ? 则任度 J 


具形式 



在狭义相对论中 ， M z / c 被称做质点所耗去的圉有时 
间.像4:欧几里得的情形那样 ； 我们有 \ v { l )\ = 1 ? 并称此 
参数/为类时世界线的自然 参数. 

如果点在三维空间中以匀速 u = ( v \ v \ t ^) 运动 ； 即 

x [} = ct , x l = v L t , X 2 = v 2 t y x z = vH , (7) 

则有 





⑻ 


在这里我们采用了縮写的记号沪 = hf . 

特別， x ^/ c 为质点（在最初的坐标系中）的同有时间, 


2 . 洛伦兹变换 

我们在前面 (§4.4) 看到，在经典（牛顿）力学中时间具有-种绝对的特件，即在 
事件之间的时间 K 间 Ai 不依赖于对此 K 間进行测盘的那个惯性参照系，惯性参照 
系统通过伽利略变换 (4.64) 从一个系统得到另一个系统. 

在狭义相对论中洛伦兹变换取代了伽利略变换.转移到另一个参照系，就是在空 

间巾选取新的坐 S ， 即闵可夫斯基空间的某个变换.洛伦兹变换首先保持了坐标 

原点和时空区间不变，即保持二次型逆= c 2 { dt ) 2 - ( dx 1 ) 2 - ( dx 2 ) 2 - (咖〒 . 到另 

一 个惯性参照系的转移可以通过伪欧氏空间的运动来实现.称这些运动的整个 
群为庞加菜群. 

先研究伪欧氏平面的运动群.首先假定这些运动保持坐标原点不动.于是它 
由矩阵给出 


— aa’ r ) + hx n , 
x 1 = cx /0 4 - dx n . 


⑼ 
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如果唑标是伪欧几里得的，则其矩阵有形式=!,仍 1 = -\, g V2 = 
921 = 0}. 因为变换 （9) 为运动■故 

( ga &) = G = A V GA . (10) 

W 为 det . A T = dct A , 且矩阵积的行列式等于行列式的积，故有 

(det A ) 2 = 1. dfit . 4 = 士 1 ■ 

对丁矩 阵 .4 的分最，由 （10) 得到由二个方稈组成的方程组： 


-c 2 


fib — cd —— 0 i L )2 — 


( 11 ) 


显.然 ， a / 0,令# = c / a . 宜接的计算给岀 


0 2 


a / T ™^ 7 


3 ,2 




( 12 ) 


这里 a 的符号与 c 的符号相咏而 b 的符号同于 d 的符号.于是，作为空间珩中伪 
欧氏度景的运动构成的所有变换 / i 的群由下面形式的矩阵组成 


yl — i 


0 2 


a 2 


8‘ 2 


(13) 


令/5 = thh 引进双曲旋转角成于足 


ch 0 =bsh w 

sh . il ) 士 cli t /:， 


(14) 


就是说.我们得到 r 双曲旋转群.仟意双曲旋转把迷向锥 a 2 = () 转换到自身.除此 
而外，如果|(| 2 = I 则 | 火 I 2 = L 具有单位长的向量在吨中构成/ “单位伪球面，， . 
这个伪球面在辦中由方程 ( x 0 ) 2 - ( x 1 ) 2 = 1 给出,从而就是一条双曲线（图 9 ). 
我们冋想欧氏平面，仵那里的正交变换群由两个连通分支 组成： 正常的和非正 

常的变换，平面 JRf 的伪欧几甩得运动群则更加 复杂： 它们有四个连通分支（由四片) 
构成： 


ch ^6 sli w 
sh 'i/j ch. ip 


0 — sli 

sh p —ch 


—oh ^6 sh ^ 
—sh Tp oh 


ch . 


—sh u 


sh ^ — ch ^ 


(15) 


第 个连 通分支屮的变换叶以用曲线与单位（即恒同）变换相连接.变换矩阵 W ' 
pt 各属于四个不 N 的连通分支，它们的形状是； 


1 P ― 


0 -1 


、T 


, PT 
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第和笫二个连通分支中的变換不改变时间 （ 的方向 （这 m 的 w 称这样 
的变换为 正时序 变换. w 此单位变换所在的连通分支由止常（:即行列式为 +1) 的正 
时序变换组成. 

我们所考察的伪欧氏平面的侃持坐标原点不 
动的运动群被记为 0(1,1). 这是空间的伪正交 
变换的群 0( p , g ) 的特殊情形，其中 g R 因此， 

0(； P , Q ) 为那些保持内积 0) 不变的矩阵力的群 

{Ai ； Ay) = {E„T}} ^ + + - d6) 

群 0(1 5 n -]) 特別谨:要，它是 n 维闵可夫斯基空 
问”的运动，它保持原点不动.我们已知群 0(1,1) 由 
四片（即四个连通 分支） m 成.事实 h : 群 0 ( 1 , 71 - 1 ) 

也由四片 构成； 我们不在这里证明这个论断，而只限于 
一 个它的史弱的形式. 

引理 e . l . 存在群 0( l ， n - t .) 到群的一个 [ rri 态 p ① . 这里 & xz 2 是 
二阶 整数群 心= {+1,-1} 的盘和. 

证明设 w 为/轴的单位向量.如果矩 阵 4 e 0(1,^- 1) ; 则令 

■ p {^) = ( det . A , agn ( eo , Aei )}). (17) 

我们汴意到内枳 {^ o ,/ leo } 不为零，这是 H 为向 Slu 同时有 

( Ae (}， Aen ) = {匕。， eo ) 二 1 (18) 

的緣故 1 把映射 w 的同患性留给读者去验 iiE . □ 

称满足.外 4) = (1,1) 的变换 A 为正常 变换. 对丁使得 sgn ^ o ^^ o ) = - hi 的变 
换 ； 像前面那样，称其为正时序的（它们不改变时间〖的方向)，同态 p 的核®由正 
常变换构成, a 是群 o ( i , n -1) 的单位元所在的连通分支.我们不在此证明这越；从 
所证明的引珂得到的结论只是说，此群中至少有四个连通分支. 

伪欧氏空间的整个运动群巾群 o ( hn - l ) 再加上平移得到. 

现在把已经得到的关于伪欧氏空间的运动的结果转换成狭义相对论的语言.正 
如已经说过的那样，从-个惯性参照系 (^ t \ x 2 , x 3 ) 到 M —个 ( ct \ x fl iX f 2 , x t3 ) 的转 
移是由保持二次形式（⑷ 2 - ^ 1 ) 2 - ( X 2 ” -- Or 3 ) 2 不变的变换来实现的，假设系统 
( V )相对于 ㈤ 沿轴/以速度 r 运动，这表明 F W $从而坐标的变换 

①回忆从辟 Q 到群 g 2 的冋态 p 的 _ 概念.这是一个变換 ^：Gx 使得洲= 0 ( 则 2 )= 

( p(ffi)^(^2)>^0j~ J ) = ^ p { g ) 1 1 常称 w 为群 Gi 弁: <72中的—•个“表示”， 

⑦从 <Vi 到 A 的 M 态的核是群 Gi 中那些兀素#的集合，它满足 ^( g ) ^ ] € 
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第一章空间区域中的几何*基本概念 


具形式 

^ ( ct ) = a ( c ^) + b ^ 1 . 
x 1 = c ( c //) + dx fl : = x f2 , x 3 = 


( 19 ) 


矩阵 4 = ( a 在 0 ( 1 ， 1 ) 中- 

如果速度 T 减为 0 ,则变换 （ 19 ) 变成 W 等式，故矩阵 4 应在群 0 ( 1 , 1 ) 的单位 
元所在的连通分支，从而有形式 


A = 


(ch 
\ sh 2p 


& ii ，0 

ch tb 
_ 


( 20 ) 


于是 

ct = ci/ch p 

x 1 = ct’sh i /，+ x n ch 0 . 


( 21 ) 


考虑有上标符号的系统的原点 0 在系统 Kict . x 1 ) 中的运动.当 a :' 1 
式 （ 21 ) 有形式 


ct = ct r ch 仏， 


= 0 ,故公 


或相除有 x 1 jet = th 



ct f sh 


rp. 但显然 X 飞 /t 是系统 K 相对于系统尺的速度闶此 


th 

c 


( 22 ) 


由此 

代人（ 21 )，求得了 


sh = -■ vtc 
' Vl -沪 / c 2 




( 23 ) 


称这个变换为洛伦兹变换. 




( 24 ) 


假定速度 w 比光速 c 小得多 7 即 u/c < 1 .，由（叫式知道，如果 i；/ c — 0 ,则洛 
伦兹变换便变成了伽利略变换 ( 4 . 64 ): — x ” + uL 换旬话说 7 在参照系间有 

小的相对速度时,相对论的公式便转化为经典力学的公式.但在大速度（与光速相比 
较而言）的情形，这两个理论有了深刻的 差异. 我们在下述流行的相对论的结论上解 
释这些原则性的差这些相对论的结论是在速度向 景方向 卜线性尺度的减缩和时 
钟的时滞（涉及同时在个参照系的事件在另一参照系中有不同的 时间) + 



stk 伪欧几里得空间 
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设在系 m k 中放置 广 一 根长为 I 的刚性棒，它平行丁轴；设其端点在 a ” 巾 
的坐标分別为即丨= 4 - 现在我们求这个棒⑦在系统 ir 屮的 K 度.为 
此我们求其端点在系统中的坐标在瞬时 〆 我们有 

1 _ -h vt ! ! 十 w// 

h = V . f — V 2 / r 2, X 2= ^{_ v2/c 2 - 

在系统 v 中棒长 r 等于 r = 喊 — x {] + 从 4 减去 4 我们得到 

一」 

y /\- V 2 J ^ 

因此，棒子在那个被放置的参照系中它具存最长的长度.而在以速度 i ； 运动的系统 
中它的长按比例0 - Vf 缩短(洛伦兹收缩). 

转而研究时间坐标*.设在系统 K 中有两个同时发生的事 件山和斗 2( 即在瓦 
巾 i{AO = t { A ^ y , 同时假定事件 4 发生存:具坐标 ( xlxlxi ) 的点上，而4 2 发生 
在坐标为 ( xlxlx ^) 的点上：其中4 / .4. 对处在系统 K 中的观察者来看，在运动 
的参照系 7 T 中发生了什么”由洛伦兹变换公式 （24) 我们有 


⑽ 

(26) 


以 1 ) = 


"(4 i ) + { v / c 2 ) x ^ 
y^l — v 2 /^ 


^尤⑷）= 


t f (A 2 ) 4 - (v/c 2 )x^ 

^/i~— v 2 /c 2 


即 fiA,) - f(A 2 ) = _ 必 — 0 . 所以 W)，t f (A 2 ) 7 即是说，对 

在 K 中两个同时发生的事件发现在中是不同时的.注意，如果 t(Ai) > t ( A 2 ) 且 

^2 - ^ i 1 不小，我们则得到 ^(^ i ) < ^(^), 就是说 t 乍看起来似乎是结果先于原因, 
建议读者自己理清这个臆想的悖论. 

假定在系统中放置了，只时钟.让我们取两个发生在系统 屮同 一地 
/ I〆 2 , 〆 3 中的事件,分别记为事件和4 2 ,在系统中这两个事件之间的时间 
为时间 K 间 At ' 二 我们现在来求在系统 K 中这挫事件之间经过的时间 A *. 
由 （24) 式我们有 


t = 6 + { v / c 2 ):^ 1 
1 \/1 一 v 2 / c z 

或私从 个算 出另—个， 


4 + (咖 2 X 


h — ti 


== 


At f 

\/l — v 2 / c 2 


(27) 


我们得到 △〖> AK 換句话说，运动的时钟走得比固定的时钟慢，即从系统 X 中的 
观察者来看，系统中的时钟较之于他的时钟有 .个 滞后， 


①我们要强调指出 7 棒於不是四维空间的不变贵时足二维投影的& 
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第一章空间区域中的几何，基本概念 


我们来分析关丁平行速度相叠加的重要问题.设在系统 iT 中点尸 以速度 ti / 沿 

, h r i \ 

轴作关于此系统的运动.点 P 关于系统 K 的速度是什么？显然， w ! = ^-, w = 

dt r 

dx 1 

dt 

dt f -h ly/c?)dx fl x vdt/ + dx n dx 1 v + ^ 

dt= 卞-外 ’ dx = vW /， 1 + 

如果 A u / « c ，则 w a W % 丁是我 们得到了经典力学中速度鮝加的通常公式.我 

们注意,如果= c 7 则对仟意速度 V < C ' 点、 P 在系统 K 中的速度为 十、 = c 7 

1 + vcj& 

即对光速 C 再加上任意的速度〃并不改变光速. 

习题 


6.1. /十:空间和 :2 中令 

h n 二 ~ - 《 V 乂 V - A 1 ) 

来定义“闷量积' 其中 （ = ( ew )，_ ( r / w ， v 2 ). 

a ) 验证对于基向量 e 0：ei? ^ 2 ( e 0 为类时的）的两两向量积有 

e 0 x ei ~ —S 2 , eo x e 2 — e\,ti x — 6o- 

h) 证明： 向量积 “X” 为双线性反称运算，同时成立雅可比恒 等式： 

H 2 X ㈤ 十 6 X (4l X 6 .) + ^2 X (6 X 6 ) = 0. 

C ) 证明： 如此定义的向量积在 0(1 J ) 群中的正常变换下不变. 

6.2. 设 r = r ⑴为 R ^ 2 中的类时曲线 ； 同时有 ( r ( l )) 2 = (^^(^^-( r 2 ) 2 = 1, 

且> 0. 引进向 M v , n , b , 其定义为 = kn，bm 证明弗莱纳公式的伪 
欧氏的类比： 

v = kn : h = kv — Kb ， b = ku , 

6 . 3 . 推导出引理 5 3 的关于在 m 〗 2 中洛伦兹变换的导数的一个类比引理.其 
中的殳换依赖 于参数 

6,4+在 R : l \ 2 中解方程 T = UJ XT , 其中 w 为一常向量， 

6,5. i 正明：在 R ?:；； 1 中类时向量的正交补是‘个类空的超平面，类空向量的正 
交补是什么？光向景的呢？ 




第二章曲面论 


§7. 空间曲面的几何 


1. 曲面上的坐标 

三维空间中的曲面可以说是在其上出现了最简单的内蕴几何的 对象， 这是什么 
意思呢？ 

我们研究过曲线以及它们在平面和空间中的度最不变暈.但是这嗤不变设（曲 
率和挠率；)是曲线的所处在空间中状态的不变量，这是外在几何的概念.在曲线上不 
存在任何内在的度量不变量.这表示，沿曲线可以选取自然 参数， 即在两点之间的曲 
线段 的长， 其度 M 方法与度 M 直线段的完全 一样： 


I 扒1山， 


Vt = f = (x,y,z). 


对曲面则不 一样： 在球面 h 没有办法给出坐标（甚至在部分球面 h ) 侦得在此坐 
标下的长度公式能像在欧氏平面上用笛卡儿坐标给出的长度公式那样， 

以什么样的方式给出曲面呢？在三维空间中有二:种办法给出 曲面： 

1) 最简单的：作为函数 

艺二 f(x,y) 

的阁像定义它 . 

2) 较一 般的： 以方程 

F{x,y,z) = 0 

定义. 



3) 参数的（类似于曲线 的): r r ( u , v ), 或更详 细地， 写为_£： = x { u , v),y = 

y 、 u ， v),z - 二 z ( u 7 v ), 其中％ ■^在 ( u , v ) T 面中某个 K 域内变动. 

定义 7.1. 称由方程 F ( x , y , z ) = 0 给出的曲面在点 P ( x ： hVfh z c ) 为非异是 

说， F 在点 P 的梯度不为零 

OF OF dP 

+ 瓦 e :i / 0, x = x Q 、y = y { ), z ^= z ()9 

_ 

其中 F(^o 7 y 0 ,^)) = 0, 

Q rp - 

由隐函数定理，即如果^ 尹0 ; 则4在点尸= ( x ihVi ) i z 0 ) 附近由方 

稈 F { x ， y .，） = Q 解出 a 就 是说， 找到了函数 z = f ( x 、 y )' 满足 f ( x 0] y 0 ) = z a 

并且 F ( x , y , f ( x , y )} = 0 在点 （刊 ，如）附近的半面 K 域 ( x ， v ) 中成立.微分等式 
F ( x , y , z ) - 0得到 

dF 」 , OF J OF f ^ 

d^ dx + o^ dy + ^ dz = 0j 

并且由此表明 

df _ dFjdx df dF/dy 
dx = — dF / dz ， = —dFfdz ‘ 

于是，由方程 r ( x . y , z ) = 0 给出的曲面在非异点的邻域内可以以图像的形式 
给出. 所以在非异点 附近， 总 可以用 参数给出曲觔 2 = I；(在点 

吻二 uo,yo = va 附 近). 换句话说，在非异点附近可 以给； h 局部坐标 ( u , v ). 

反之 ，设曲面由参数给出 


咖，1，）; 


咖，以)， 


y{n,v), 


z { u . v ). 


1^0, 


定义 7.2+ 称点 jp = ( x 0 , y 0 , z 0 ) - ㈣ UG ， 如)， y ( Uo ， iA ))， 才 a D ，)） 为非异是说矩 
阵 

f dx dy dz \ 

^ ^ du du du J 

dx dy dz I 

\ do dv dv / 1Af)j1ro 

的秩为 2. 

定理 7 .1. 如果曲 面山参 数给出 7 并11点/ >=( 邱 ，叫） 为非异，则在此点附近曲 
面口 f 给出方程 = 0,其巾 F(x 0 ,y 0 ,z 0 ) = 0且 grad ^ 0. 

证明由非异点的定义知矩阵4的秩为2+为确定起见，设行列式 

dx dy dx 
du dv dv du 

[El 忆逆映射 定理. 设 a: - x(u,v).u = v(u. v). 泎占 ( 7 ^ iW5Ktur}-k^^t« 廿 n 




逆映射定理 _ tt x- x{u, v),y = y ( u , v ), 在点 ( u 0 , V(] ) 的雅町比不为零，并 jl 
x ( u G , v G ), y 0 - y ( u { h v 0 ). 于是在点 (： x 0 , y 0 ) 的某个邻域内可以找到逆映射 


(H/)， "f) = u ( xo , y 0 ) 7 


( x -> v)y ^0 = v ( x [h y 0 ) 


同时矩阵 





u { x , y ) M ^ v )\ 然后，把它们代人2 


Vu ) 的逆.利用这个定理我们求出表达式 

Vv } 

的秦 达年中 得到涵数 z { u { x , y ), v { x , y )), 并 R 


= z ( u f ) , v 0 ) = z ( u ( xo } yo )^ v ( x 0 , yo )). 我们得到在非异点 xo . yo . za 附近曲面局部 


地表小‘为图像的形式^ = f { x , y ), zq = f ( xo , yo ). 定理得证. 




结论是，局部地，在曲面的非异点 p = 如，如）附近，所有这.二种给出曲面 
(以光滑函数表示 ） 的力 式相丌 等价. 


例 

7 丄 ^ + ^ + ^ = 1 (椭球面) ■ a) 无奇 点； b) 整体上不能由图像给出（局部 

则可以);整体上 不能由参数给出（为此，所有点都是非异的 ；). 

2 2 2 

7*2, ^ + ^-^ = 1 (申叶双曲面) + a) 整体上不能由图像 给出； b) 整体 h 可 

由参数给出，选取的#数 uJ 以是 w = z , v =< p , 其中 p 为极角. 

2 2 2 

n H + = 1 (双叶双曲 面). 每一叶可以由图像2 = f [ x ， y ] 给出 f 

因而可参数化，并闪而所有点为非异. 

7.4. 锥面 ^ ^ j = 0■点（0,0, 0) 为奇点 _ 

现在考察一般的情形 ； 假设曲面由 71 维空间 中的区 域中的方程组给出： 

Aiy ， …，？卜0, - …，， ） = o . (1) 

定义 7 . 3 . 称曲面 （1) 的点«■■■，<)为非异是说，矩阵 ( ， 

\^ XJ / X3=X^ 

- = 的秩等丁 n - k . 

有下面的简单论断. 

引理 7 .1.在曲面 (1) 的非异点 (#,■■. 附近可以引进局部坐标 , z k ). 

证明假设行列式不等于零的 n - A 阶子式为 (^) = 

\ax^ J X q- x ^ 

于是在曲面的点 ; ^)的邻域中我们有缺少了一些 变量的 （ V，…， #) 作为 
局部坐标+在此点的邻域中解方程组 （1^ 由隐蚋数定理得到 

x^ 1 ^ z k+i (z 1 ， … a 



我们得到了在所讨论的点的邻域中曲面用变量 ，^) 给出的参数表示. 






维空间中的超曲面是个 m 要的特殊 情形. 它们由一个方秤 给出: 




/(T 1 ， … .x n ) = 0. 


在超曲而⑺卜.的点«…即便得 f ( xl …：吨）二 0 的点为非异表明 

一 -( 晷 ⑶ 

2. 切平面 

设舻中‘个曲面由参数给出= r ( u -/ olr 二 其中 f 为跗面 . t 的坐 
标.以坐标给出的曲线 w = u ( t),v = v ( t ) 定义了我们在 R 3 中曲 M 上的曲线 
r ( t ) =- 它的速度向 M 为 


r(t) = r u u + r. v i.\ 



f)r 

v 沉 ■ 


(4) 


如果我们所讨论的点是非界的，则向景〜=(“士,）和〜=(心 uJ 为 
线性尤关+由（ 4 )便得到结论说，曲面的任意切向量是向量\和~的线性组合.因 
此，在所给非异点处切丁此曲而的向量组成了以 r u ,r, 为基底的二维空间，并称其为 
这个点处的切平I軋在这组基下速度向量的坐标为 It). 

假定曲面巾方程 F { x , y , z ) v = 0给出，且曲线 r = r ( t ) = z ( t :)) 在此曲 

面上， B|I F ( x ( t ), y ( t )^{ t )) - 0. 于是 (J = ^ F ( x ( m . hz ( t))T 由此有 


0 = F x x -h F v y H - F z z . (5) 

如果在所给点匕 gr^id F ^ ( K r , F y , F z ) ^ 0 ? 则对于切向童坐标（屯 i i ) 的方程 （5) 
便给出了切平面（这个切平面方程具形式 Ax + By^rCz = 0,其中 A , H , C 为导数 
K , F y , F z 在已知（非异）点上所取的值 1) 

现设在具坐标 ( a - 1 ,-- - ，: ^)的 n 维空间，中给出 - 个 k 维曲面（以参数形 
式)： 

x y = x 1 ( z \ - * 7 z k ), 



F 是在曲而（ 6 )上的曲线/ = zHt),j = 1，- ， ，k 的速度向量冇形式 


V = (i 1 ， …〆 1 卜古 1 /」+…+ z k f k , 


其中 fu ■ 为 



⑺ 


§7. 空间曲面的几何 


• 51， 


向景 / 7 构成了在所给（非异）点上切丁此平 面的& 维平面的基底.我们看到了，如 
果以坐标 A . 给出了曲线，则它的切旳 S 在基 （/;) K 具坐标 . 

如果 A : 维曲如由 n - k 方程组 


(^ 1 , ■■ -，: r _") 〜0, 


m …，？ ）= o 

给山，则对切 j : 此曲面的向最的坐标 Gi_V_ 满足线性方枵组: 

灿:？ n . 1 t , 

y , i ^ j x .？ =丄，_ _ _ 5 打一& • 

i=i ° 


⑻ 


⑼ 


在非兒点：方枵组⑼的秩等于 n -卜这是因为方程组 （9) 定义了 屮的一 
个&维平这便是在所给点上曲面的切平面. 

注我们看到，在所有情形卜非异件条件的几何意义表 现为： 在所给点上切干曲 
面的平而所 H 々的维数等丁 曲面的 维数，即对参数给出曲而时的参数个数如果 
曲面由方程组 给出， 则这个数等于空间的维数减去方程个数. 

3,曲面上的度量 

假设曲而（或它的一部分）由参数 给出: r;r(u)，r = (%?/,为曲 面上的 
坐标.我们来 i 寸论总是认定为非异的那挫点 ：矩阵 4在这点的秩 

Vv J 

等于 2( 其中 3^ = —' A 二完， …). 

我们在前面是如何定义黎曼度量概念的？ 

设给出了曲线 = w ⑴ j 二〆4它的长具有形式；=/|货|成％ =»). 这里 
的％二 ( u , v ) 是在坐标 ( u , v ) 下的速度向量，而 |^t| 2 = gijx l x : ^ 其中 r 1 二 u , j ; 2 = 
= g . ij { u , v ). 我们曾称函数组阳为（在坐标下）黎曼度 M. 这组函数确定 
了曲 线的长度，述有网条曲线在它们相交处的夹角. 

现在该如何定义曲线的长? 取; ,1' = X 2 ) 又是什么？ 

我们注意，曲线 u = u ( t ), v ^ v ( t ) 是通过曲面 h 的坐标 （nO 写出来的，而曲面 
本身则是在三维欧氏空间 （:;」u) 中，其中 r = t ( u , v ), r = [ x , y , z ). 

自然地，我们称曲面上曲线在二维欧氏空间中的长为它的长. 

把曲线写成下面 形状： 


x = x{u(i), ⑴ ） = z ⑴， 

y 二 !/(^( 0 ： v ⑴） = y(t), 

之 = «t )， v(t)) — z(t). 


(10) 



对三维欧氏空间中曲线的长度按定义我们有 


\/^ + 兮 2 + z l di 


( 11 ) 


因为土 = H - 故而我们得到 

x 2 + 浐 + 立’ 2 = Ev ? + 2 F — 十 Gv 2 ^ 9 ijx j x l 

其中 £7二 gn,F gi 2 二 二似 2 , 以二 x x ,v = x 2 以及 

f?n = 托 = x u x u 4- y u Vu + 、 z u ， 
fin = F = x,,x v + y^y v + z u z v , 

922 = G = x v x v 4 - y v y v + z v z v . 


如果令 


4 - y u f>2 + T v = X^e] + y v €2 + 2 ：^ 


则 


9ij ^ (Wwh 工 ] 


( 12 ) 


(13) 


于娃，在曲面上的坐标 F 定义出 了函数 gij ( u , v ). 

通常称友达式 gijdx 2 d . x j = E { du ) 2 + 2 F { dudv ) -h G ( dv ) 2 为曲面的第一基本型 
(或第一二次型，或在曲面上诱导的黎曼度量). 

如果曲面以 F ( x , y , z ) - 0的形式给出，则曲面上的黎曼度量（第一基本型）就 
只是二次型办 2 +办 2 +心 2 ,它满足条件 P ( x , y ,^) = 0;由它得出 


F^dx + Fydy + F z dz 

如果在所考 虑的曲面的点上一 0,则 dz = - [ 
F(x ， y,z) = 0,x = u } y ^ v 上有 




dx 


(餘)如 


因此在曲面 


dx 2 + dy 2 + dz 2 = dx 2 + dy 2 -f T— 


dx 2 + dy 2 -h ( 昏 dr + 穿 <^/) * 


于是 


Qii = E 


^ + S . 





， 912 = ^ — 


F ^ F y 

"FT 


(14) 


SS u = x 1 = x . v = x 2 = y . 

如果曲面的形式为 ^ = f{x,y), 则在坐标 u^x,v = y 下有 


3ii = 1 十 g \2 = f x f yy g 22 ^ 1 + /^. 


(15) 
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因此，曲面上的黎曼度镦在这里就像是在这个曲面上以坐标 ( U , V ) 来计算曲线长度 
的一种方法.曲而自身是在三维欧氏空间之中 7 而这只不过是在=维欧几里得的意 
义卜这 U 条曲线的长度问题. 

在曲面上的欧氏坐标以函数形式给出= xiu . vj^y = y ( u , v),z = 
z ( u , v ). 由定义我们有 


dx 2 4 - dy 2 + dz 1 — gijdx l dxJ ? x 1 = u ， x 2 = 

5ii = 5i2 = 922 = G, 


㈣ 


在某些情形会发生度暈 如如 y ) 在曲面 h 身就是二维欧氏的（参看 §3). 这表 
示在曲面上存在 1 对兩数 u(x 1 : x 2 ). v(x 1 ,x 2 ), 使得 


( du ) 2 + ( dv ) 2 = gijdx^dxK (17) 

例 7.5. 欧几里得柱面的度 fi : 柱面的方程为 f ( x iV ) = 0( 不含斗欧氏坐标为 
^及 T ■面曲线 f ( x , y ) = 0 的自然参数 l : u ^ z , v ^ l . 我们有 


也 2 十咖 2 十 dz 2 \j^^ y) ^ = dz 2 + dl 2 . 

假定曲面由 F { x ,7 j , z ) = 0 给出且 grad F ^ 0〔曲闹的非异点)， T 是在曲曲上冇 
dF = R,dx -f F v dy 4 - F z dz = 0. 如果 $ 为曲而的切向景， < = + ^ 2 e 2 + (%，则 
F,e + F v e + F ， e 二 0 ,或说 f 丄 grad F . 由此我们有结必向量 grad F (在非异点) 
为曲面 F ( x , y , z ) = 0 的法方向. 

在曲面的参数表 / K 下= r(u 7 v), r = (x. y, s ), 我们有两个向量 

f = ' f'u = + y u e 2 + z u ^ 7 


V = r v = r x 2 = x v ei y v e 2 4 - z v e ^. 

这两个向量都切于 曲面. 如果它们线性无关（即非异点)，则它们的向董积= 
[ r u , r v ] 正交于平面 ( r u , r v ), 于是正交于此曲而. 

有了黎曼度 fl ， 我们便能在曲面上度量任意曲线 W = u { i),v = v ( i ) 的长度和两 
条曲线在它们的相交处的夹角.在曲线⑴）和 ( Mt -)- Mi )) 的交点 K ,^ o ) 
处各 S 的速度向量％ = (☆，仏）和仍= ( u 2 , v 2 ) 之间的内积由公式 

hum) “ ， k' vt = & = i ： 2) 

给出 ： lW 它们之间的角 ^(0<^7 t ) 的公式是 

cos 9 二 tn\\m' (I" 1 ! 2 = 〈 " 1 ， " 1 〉 ,1 他 | 2 = (ma ))」 




现在我们推导在 n 维欧氏空间中&维曲面这种一般情形的么 V 式，在第1小节中 
所讨论的使我们 W 以限于以参数形式给出的 曲面： ¥ = l f - 

在空间中的曲面 

^ (t) = ⑴ ,… i z k {t)y, i = 1 ， -T. ， n, ( 18 ) 

h 的曲线 W = i , ■ ■ 、卜 其长度的计箅公式是 



S 然， ( dl ) 2 = g tJ dz i dzK 

因此，空间的度量决定了®于其中的任意曲面上的 度量； 赋予的这个度量般 
来说足非欧几里得的.称度量 （20) 为在曲面上的诱导度量. 

对丁超曲面 F [ x \-- - 0 , grad F ^ 0 的情形（设 dF / dx ^' ^ 0), 度最 (20) 

有形式 

^ F xi F xj 

9ij — oij + ―— ? 

r 

其中〜=基 


4. 曲面的面积 

如果我们有具坐标的欧氏平面及平面上的区域 tA 则 IX 域；；的面积可用下 
面的二重积分 cj { JJ ) 来 景度： 

tr(「/) = JJ dxdy. 


如果我们作变量变换（一一对应的) 
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其中/是变量变换 （21) 的雅可比 ， J = x u y v — y 、” 问题是：如果知道/在曲面 
r - r ( u .， v)，r = r ( x 、 V ， z ) 上的黎曼度量，那么如何计算此曲肘上区域 t / 的面积？这 
时的黎曼度 S 假定为 


di 2, = gijdx r dx^ x 1 = 


u 


考虑矩阵 ( gii ) 的行列式: 


9 = det ( c ?^) == 911922 - 9\2 = EG - F 2 > 0^ 


(23) 


(24) 


定义 7.4 •称 

II yfgdudv (25) 

u 

为曲面 r = r(f )，r = ( x . y , z ) 上区域「的面积，其中17作为 ( u , v ) 平面中由 
参数给出的 K 域 . 

称咖= ^gdudv 为在黎曼度贵 { 9 ij ) 下曲面的面积微分(:或由积元). 

如此定义曲虹上 K 域的 M 积的基础是什么？如果在点 (^，^) 的切向量的内积由 
矩阵 { 9 ij ) 给出，那么为什么面积元应该选取 ^ gdudv 这种形式？ 

为了了解这些问题 ，我 们考虑欧氏平面的一对向贵及平行四边形 Af + 
0^1,O^^^L 此平行四边形的面积等于 r = l^et 其中 Z = 

(5 即由向量 C 和 = 对于法正交基的分 

量构成的矩阵. 

现在提出另一个 问题： 假设给平面以基向量&，又假设基向量的内积有矩阵 


i = ^2, j = 1,2. (26) 

由向量 h 和 h 张成的平行四边形的面积是什么？此平行四边形的点为 Ah + 

我们假定矩阵 ( gij ) 为 TK 定二次型 

gijee > 0 


的矩阵 ■ 

引理 7+2. 由向 M 6和巧张成的平行四边形的面积等于 v ?， 其中 


9 = = yug 22 - ^12 - 


证明二次沏即可由线性变换4化为对角形 <• = &. 准确地就是：求出向 
量 ei ， C 2 ; 


^1 = + « 12 ^ 2 ? ^2 = <^ 21^1 + « 22 ^ 2 ? 


(27) 
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使得 ej 〉 = <- = ~ ( 即 = 1， e ! 丄 e 2 ) -由 （27) 得到 


"u = ( 吞 1 ) ^]. ) = °ii H - a 'i2 ! 

gi2 ^ 92 } = {ei , e 2 ) = ana 2 i +“ 22 ^ 12 , 
S22 ~ (^ 2 , ^ 2 } = a'ii 4 - a ^ 2 . 


用矩阵表示即 


(Sij ) = G = AA 1 , A ― 




(28) 


那么由向景 ei , e 2 张成的平行四边形的面积是什么呢？因为基 ( ei , e 2 ) 为法正 
交且向量 c l 7 e 2 ^ (27) 的形状，故由 e 1; ^ 2 张成的平行四边形叫积等于 |det A |. 但 
ciet A 1 ' = dct A 7 于是由 (2 S ) 得到 

= detf^jO = (dot A) 2 , |det A\ = ^/g. (29) 


引理得证. n 

我们现在不加证明地回忆在二重积分基本概念和与 K 域面积相关的概念中的一 
狴基本思想+ 

考虑有坐标¥二- 的平面中的区域 t /， 它由一胜分段光滑的曲线 r 围 
成-我们将平面分割成以利 Ai ； 为边的小矩形〔我们假定 Au 和趋向于岑). 
显然 ； 区域/7的面积大于（或等于）所有在内部的这些矩形区域的面积和+ 

定义 7 . 5 .称所有内部的这些矩形的面积和在 Au — 0 ; Ai ; — 0时的极限为区 
域 " 的 面积； 这时我们假定/这个极限是存在的. 

现在外设有-个二元连续函数 f(u, v). 我们来定义这个函数在区域上的 
积分. 

考虑 E 域内部所有以 A « 和 Ai ； 为边的矩形构成的矩形网格.对于矩 形乂我 
们考虑函数在矩形巾心的值作积分和 


S ( J ， U ) = f ( u “ u a } AuAv ， 

CK 

其中是对所有内部的矩形取和. 

定义 r . 6 . 如果当 Aw 4 fl 7 Ar — 0 时，和 S{f, U) 的极限存在，我们称这个极 
限为函数 f(u,v) 在此区域卜_的二重积分，并记为 Jjf(u，v)dudv‘ 

U 

特別 ，当 f(u. v) = 1, .R u,v 为欧氏坐标时， $1分 jjdudv 就是区域 f 7 的面积, 



§ T . 空间曲面的几何 


• 57 . 


回忆前面我们在坐标^ ^ d 的平面上定义了区域 i 7 的面积，这时的度 

量有形式出 2 = 9\\du 2 -h 2512 ^ 4 ^ -h g22^v 2 , 而面积为积分 


(U) 


JJ ^/ gdudv . 


u 


为什么？如果 Aii $ 是小的，则中心在点边为 Au 和 Ai ; 的小 
平行四边形的面积& « AuAv ^/ g , 这由证明过的上述论断 得到， 这里的^ = 
^ 11^12 - g \^ 其中如在点 ( u ^) 取值 1 对于小的 Au ， Av , 我们有 


\/ glu ^ v ^) AuAv . 


在 Aw — 0, Aw — 0时这个和的极限为积分 a(U) 


IJ^/gdudv . 最后我们推导出在 


各种表示下的曲面面积公式， 


定理7. 2 . 1. 设曲面以图像形式 z 二 J ( x 7 y ) 给出，乂设曲面上所给区域 *7 投 
影到 ( x , y ) 平面上为 K 域 K 于是有等式 


= JJ yj^^fx+fy dxdy, 

V 


(30) 


2. 如果曲面由 F ( x i y , z ) =0给出，而曲面上的区域 f / 一一地投射为 (x'y) 
平面上的区域 F . 于是我们有公式 

a ( u ) ^ jj 气二广 (31) 

V 

其中^ = ~^在 属于 k 域时不为零， 

3‘ 如果曲面以参数形式给出: r 二 r ( u ^), 则有公式 

。("）= 

其中 F 为 ( u , v) 平面上对应于区域卩的区域， [ r ^ r ,] 为向量积. 

证明 1. 回忆对于曲面^ = f(x，y ) 我们有 

511 = 1 + Si ， g\2 — fujyi 922 ~ I -\- fy, u — x , v = y . 

于是 V 5 = Wn922 - gi 2 = x / l + #+/■，■ 由定义 7.4 给出的曲面面积便得到此重 
要论断 T 



\[r ui r v }\dudv y 


(32) 


， 5 S ♦ 
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2，对于 K # 0的 F { x , y , z ) = (}，有： c 1 


u 


x . x 


：2 


V ^ y.gn =丄 + 


厂 2 

1^^012 


FxFy 

~w 


2 


; 922 


. 像在第1小节屮那样町验证 


Vd = 



F v 2 = Igrad F \ 
^ ~ 1^1 


3. In ] 忆对于 r = r ( u , v ), x ] = u , x 2 = v , 我们 W 如 =( rv ，7、 T 」〉_ 因此对由向量 
。和&张成面积等〗 1 |[ r u ; ^.]| 的平行四边形，我们有 


丁是巾定义 7.4 得 


U = Pi 1 没 22 


9 vi 


A •- ■ tj 


2 


o(U) 



r v } \dudv 


定理得证. □ 

这样，我们相信面积确实像长度一样，能够被对在每点的切向 M 给出的内积（从,) 
所确定. 


习题 


7.1. 三维空间中的环面 r 2 是围绕直线旋转形成的 曲面， 而这条直线处在此圆 
所在的平而中.写出此环面的参数方程和在此环而上的诱导度呈. 

7 . 2 . i [算出旋转椭球 曲的第 一基本 形式； 椭球面方程为 

x 2 y 2 -h 
■ a 2 b 2 

7.3. 求在旋转面 


r { u , ip ) = ( p ( u ) coi ^ p ( u ) sin & z [ u )、 

上的诱导度 fit 验证它的经线 Op = 常数)和纬线 （ W = 常数）构成正交网格.求 r 分 
经纬线之间夹角的曲线. 

7 . 4 .求球面匕的曲线：它以已知角 Q 交于经线（斜驶线).求斜驶线 的长. 

7+5.设 F { x : y , z ) 为光滑的齐次函数（即 F { cx , cv , cz ) = c n F ( x .. y , z )). 证明： /+: 
锥面 F { x , y , z )^{) 卜的度 M 在坐标原点之外是欧几里 得的. 
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I ,欧氏空间 中曲面上曲线的曲率 

设* -:维欧氏空间中给出了曲曲，而为它上而的非舁点.我们首先 
假设 z 轴垂直 f 曲面在点（叫，加，如）的切 平面， 丁 1 是曲面在点 ( xo . y ^. zo ) 附近由方 
程 2 ■ — J ( x , y ) 局部地给出，其中 z 0 = f ( x 0 : 如)，且 


(V 

dx 




即 grad / = 0 * 


⑴ 


考虑函数/ = f ( x : y ) 的二阶微分，即 d 2 / ="冰 2 十 2 f xy dxdy -h f vy dy 2 , 并作矩阵 
{ a ： ij),aij — f ^ i T j s Ji : 巾： c 1 = x , x 2 = y (称此矩阵为黑塞矩阵).考虑在点 (^ n , yo , ^ n ) 
满足 grad / = 0的这个二次型的矩阵」 

定义 8.1. 设曲而 ;5 = f (x ， y) 在点 (xo ； yo ； ^o) grad / = 0. 称矩阿（ ㈤ ）的 
特征值为此曲面在这点的主尚率 . 称矩阵 (叫) 的行列式为在这点的高斯曲率 , 
称矩阵的迹为在此点的平均面率 ( 或中曲率 ) ：迹 an + a>22 = + &2, A ： i 和 h 为 

特征值，高斯曲率 K k = det(a>.j) = ana22 — *12^21- 

我们将在第四章看到，曲面的高斯曲率只弓这个曲面内在的度量性质有关 . 

到现在我们是在一个4所讨论的点有关的特殊的坐标下定义了曲率的概 念：要 
求^轴垂直于曲面 ； 而轴: x ■和 y 在选点 切于它 3 或者说： M 部地^ 的 gracl / 

在点（抑，训 JD ) 为 0. 为了在仟意坐标下定义这些 S ， 我们转向曲面 卜曲线 的曲率 
理论. 

设曲面以参数形式给出： 

r = r(u, V) ‘ (2) 

r 是 /+: 每个非异点有 [_〜,〜] = 其中 m 为曲面的单位法向量 ， |m| = 1 •考 

虑曲也上曲线 r 二 r(u(t)- v(t )). 我们有 / = r u u + r v v^r = (r uu v, 2 + 2r vv iw H- t vv v 2 ) — 
{r-a n ^ rj)). 因为〜丄 m 和？ \ ■丄我们得到 


(r, rn) = {r nu , m)u 2 4 - 2 {r uv ,m)uv + {r vv , m)v 2 

=bjiu 2 -h 26 12 如十 b 22 亡 2 - 


⑶ 


结论加速度的法向投影 { r . jn } 是在局部坐标 u 下速度 ㈦ 量 ( u , v ) 

的二次硐. 


令匕 i = L , bi 2 = M , 622 = A 7 , 我们有 


{r, m)dt 2 = bijdx^dx^ ^ Ldu 2 + 2Mdudv -\- Ndv 2 . 

定义 8.2. 称表达式 { i \ 7 u ) dt 2 为曲面 （2) 的第二基本型（第二二次型). 


设曲线 u ( t ), v ( t ) 参照于自然参数 f = / 
弗莱纳公式，我们有 

„ d 2 r 

T = —~—= 

dl 2 

其中 n 为此曲线的主法线，为曲线的曲率. 
为 m 弓 n 间的角，由此得到 



r = r 


(*) = ⑹的 


kn ， 


因此 { V \ rn ) — — kcos |9 ? 其中沒 


A:cos Sdl 2 — ( r 7 m ) dl 2 = Ldu 2 + 2 Mdudv + Ndv 2 = bijdx i dx^ y 


(4) 


其中出 2 = g i jdx i dx ：i — Edu 2 4 - 2 Pdudv + Gdv 2 . 

结论 

kcos 9= tj ^^ xl= x2 ^ ^ 

gijdx l dx ^ w 

(应该在相似的记号下血 1 并不是一个独立的微分，而应 理解为 = x ^ dt ：) 
进而证明了 

定理 8 . L 二维空间中曲面上的曲线的曲率乘以曲面法线与曲线主法线间夹角 
的余弦， 等于在曲线切向量上第二基本型与第一基本型的比值. 

推论如果曲线为曲面与曲面在这点的法平面的交线 T 则 cm 0 h 从而 


k hijd^dxJ 
gijdx i dx ^ 

2 . 二次型偶对的不变量 

现在 ： 在曲面的每一点都有了一对二次型 

1 ) dl 2 = gij dx i dx j , 

2 ) m)dt 2 = bijdx l dxK 

并且 形式出 2 为正定. 

在代数中我们知道对一个二次沏的偶对有什么样的不变量？ 
考虑平面上的一对二次型，它们中的一个是正定的.设这两个 

别为 


⑸ 


⑺ 


二次型的矩阵分 


912 
921 922 


^11 6] 2 
^21 办 22 


⑻ 


(521 ^ 9\2, b 2 ! = ^ 12 ) -作方程 


det(Q — 入 G ) 


⑻ 


或 


( 6li — A^n )(622 —久522) — {^12 — A ^ 12 ) 


称这个方程的根 A l5 A 2 为 这个二次型偶对的特征值. 



解线性方程组 
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(hv - )^1 4- (&]2 " K9i2)^ = 0 ； 1 ( 丄 ⑴ 

(6 12 — + (b^2 - ^i§22)^i = J 

其中为未知的 ^ = 1,2. 

如果 A 1? A, 为特征值，则方程组 （10) 有非平凡解 

A — ； f?) 和 / 2 — (^2i S?)- 

向量 fuf 2 的方向被称做这个二次型偶对的主 方向； 其中负对应于 A 1? / 2 对应 

于入2 + 

像以前那样■，以 g 小 i，j = !，2代表平面的基向量的内积是形式阳给 
出丫黎 曼度量 ). 

引理 8.1. 如果二次型偶对的特征位互不相同，则主方向正交. 

我们有两个主方向 A ? / 2; 


e t + /2 = d e i + 


按定义，正交性的意思是 


(/l? /^) — 9 ijCl ^2 


证明我们选取平面的一对向量札屯使 { d ^ dj )^ k r 由于矩阵对应的 
二次型是 TH 定的，这样的 d ^. d ^ 存在，因为町经线性变换使此矩阵变为平方和.我们 
现在在新基底 d u d 2 下考察第二基本型.设 


a i d ji 




( 11 ) 


在新基底 d u d 2 下的第一和第二基本型分别记为巧仏则 
1) G = {{ d ^ dj }) = ( S iy ) 或 (5= P 0 1故而0 =焱 1 \4 


1) (5= {{ di . dj )) = ( Sij ) 或 (5 = 

2) Q = A^QA. 

因为 G = A T A，Q 故 


Q ~ AG = j 4 t (Q — A »1)A. 

det(Q — AG) = (dct 4) 2 det((5 — A ■ 1), 

注意 ： dct A = dct A T = ^/g = Vd^tG^Q. 所以方程⑼等价于方程 

det(Q — A ■ 1) = 0. 


(12) 


( 13 ) 


在基底 ? d 2 下的内积是欧几里得的.它给出了单位矩阵 G =-- l ^ ( Sij ). 由代 
数课程知道，二次型$可经旋转化为具对角矩阵的二次型，而它的特征向量 f u f 2 
在通常欧氏 意义下 为正交+引理得证+ □ 

这个引理是关于经旋转化欧氏平面中二次型为对角型的定埋的另一种艰式+ 


3. 第二基本型的性质 

我们现在回到 -:维 欧氏空间中曲而的第一和第二基 本型: 


gij dx z dx ^ = dl 2 ( 14 ) 

bijdx ' dx ^ = ( r , m ) dl 2 . = u 、 x 2 = v . (15) 

这两个二次型的比值是法平面交线的曲率. 

定义 8*3. 称这个二次型偶对 的特祉 值为在所给点上曲 面的主曲率. 称这两个 
主曲率的积 为曲面的高斯曲率， 而它们的和 称为曲面的平均曲率 ①(或 中曲率). 
例 S . I . 设曲曲 巾形式 2 = f ( x , y ) 给出，并设在所讨论的点（列 ; 训） 上有厶 = 
八 = 0 ( 即在此点2轴垂直于曲面的切平面 ). ]^x = u iV ^ v , z ^ f { u , v ) t 对第一和 
第二基本型（在所给点 { x {uVo ) ±)我们右 

( I ) 911 = 1, 922 = 1, Q\2 = £f2i = o {g,j = dij), 

( II ) L = b \\ = { r uu , rn ) — 如)， 

M = bi2 ( r uv ， m ) = A； y (^o .?/(])> (16) 

A r = b'2'2 — {t v . v . m) Jyy (xo ? yo )， 

其中向跫 m 同于之轴上的单位向量. 

因此，在所研究的点上第二基木型有形式 


bj,jdx z dx J — : idx’ L dxj = d 2 f. 

这时的髙斯曲率便等于行列式 


(17) 



由方程〜 X ){ f yv - A) - ( J^Y = 0可求出特征值，因为这时我们有& =心. 

在这个点上曲面的切平面平行于 @4) 平面.而在此点的主方向可通过解下面 
方程 得到： 

{ ItJctJ — — 0, i,j = 1,2,解出 fi， (18) 


-入 2& J ) 这 i，j 二 1，2 7 解出 f 2r (19) 

由引理 s+i 知 A 丄 / s ( 这里像以前那样，乃二= M), 故而我们可以以单位 
主方向向量为新的坐标 x \ y \ 只要进行 ( x ， y ) 平面中的旋转即可.为此只需 At #入 2 _ 

一①常称主的半和为平均曲宇~ 


在新坐标 { x f , y f , z ) T 5 我们有 


§ 8 . 第二基本型 
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2 

K 屮 x — x f cos -.p - f - y f sin tp,y — x f sin -p y r cos ip , r ^p 为旋转角 

在新坐标下，第二基本型具有形式（只在所考虑的点上） 


Xi(dx r y 2 -h 〜 ( 屯 /) 


2 


我们得到了在所给点处的法截线的曲率为 


' f X2W) 2 

-— (dx ! Y + (dy f )' 2 

在所给点处的法截线的切向 S e 为 e = m )' 其中 

dx , — ± f dt, dy f = y f dt. 


( 20 ) 


( 21 ) 


因此我们有 


cos 2 Ci . — 


( dx f ) 


2 


sin 2 a =： 


W ) 


2 


( dx f ) 2 4 - ( dy f ) 21 


( 22 ) 


( dx f ) 2 + ( dy r ) 2; 

其中 a 为 ^ 轴与法截线的切向 M 之间的夹角. 

因此,在我们特别选取的坐标系下建立/等式= A , cos 2 a 十 A £ sin 2 q . 称此公 
式为欧拉公式.事实上，它在任意坐标系下都成立. 

定理 8.2. 法截线的曲率为 


A ： = Ai cos 2 a + A2 sin 2 a 


K 中 A,, A, 为主曲率， a 为曲而上法截线的切线与对应于尔的主方向之间的 
夹角. J 

证明我们在曲面巾 z = f { x 、 y ) 给出并在所考虑的点 ( x 0 , Vd ) 有，匕= f y = 0 
的情况卜证明欧拉公式，但是，由于所要证明的结果不依赖于坐标的选取，故而我们 
总能在所考虑的点上选取相关的坐标使得 z 轴与曲面在速点正交，而^和 y 轴切于 
此曲面并相互正交 （ S 至可以是主方向).于是在已知点的邻域中曲面有形式 

z = /( 工， y), fx = fy 二 

除此耐 h 如果 w 轴是主方向的话，在此点更有/ 吨二 ; 0 .那么\ = /= 7 a 2 — 
fyy 因为我们已经在这样的坐标中推导出了欧拉公式，故定理得证. □ 

注把^轴的方向变为相反吋主曲率的符弓也随之改变. 

注意欧拉公式的 t£ 接推论：如果 A: > A 2 ，则\利 A 2 是在所给点处最大和最小 
的法截线曲率(考虑符号). 
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我们来给出对第二基木型存用的公式. 

如果曲面以 2 = f ( x 7 y ) 形式给出 ； 则第二基本咽的系数为〔逸里1 4 


= (1，0，九)， r v = (0，l，/ w ) s [ t \^ r v ] = (-/』，，-/ y ，1)， 


r 


•UK 


( m )， r uv = (0, Q , f Xy ), T 抑— (0.0, fyy ), 


[ r u , r v _ 


[ r ， ii ;. — 、— fx ， ~ fy , 1) 

V 1 十 # +乃 


L = bn 


fx 


X 


V 1 a + 巧 


M — b \2 = & 2 


N = b 2 2 


yy 



]+# + 6 


由此得到 


hijdx l ( Li ^ 


1 


\A + 6+/. 2 


dx 2 dx J ) 


X 


X. x 2 — V 


y . 


0 想我们对系数叫有公式 (7.15): 


(23) 


(24) 


J?ll = 1 + /rr 5 <Vl2 — ^ hfy 、 .922 = 1 I /#， 

9 = 911922 - i/12 ^ 1 + /i + 

我们有下而的 定理： 

定理 S+ 3 . 曲面的高斯曲率为笫二基本型和笫一基本型的行列式的 比值: 


(25) 


K = 


^11^22 — ^12 
<711^22 - 9 i 2 


(26) 


特别地，如果曲面以图像②= f ( x , y ) 的形式给出，则有公式 


K 


Jzxfyy ~ fxy 
(1 + /2+/2)2 


证明特征值 At 和 A 2 由方程⑼ 


det(g ^ XG ) = 0 

决定，其巾为第一基本型的矩阵，而 G ㈣ ). 我们注意到 AG 二 

(bij - 且 det(Q — AG) = (&n — A^n)(f>22 — — (&ia — Xgi ^) 2 . 矩阵 <7 = ( 阳 ) 

正定，从而非异.冈而 


dct(Q — AG ) = dct G ^ det (6 " _1 Q - A ■ 1) 5 


其中 det G 参 d 解方程 det ( G^ l Q - A 1)=0, 从而可确定特征值 A ! 和回想代 
数中的 结果： 矩阵的所有特征值的积等于它的行列式，特别 ， deL 乂 = A 2 A 2 是二阶矩 
阵的情形.令 d = G ~ Hl 我们有 

A , A 2 = d ,：\( G ~ ] Q ) = 二凡 (27) 

由此知道高斯曲率等于第二基本型和第一某本型的矩阵的行列式的比值， 

更进一步，如果曲面由^ = /( x , y ) 给出，则 bi ^ gij 由公式 （23) 和 (7,15) 给九 
计算行列式并作出比值便得到高斯曲率的公式. □ 

推论如果曲面由图像^ 的形式给出；则高斯曲率的符号与行列式 

Ufyy - fty 的符号一致，这是因为有 

t >- _ yy ~~ fjy 

^ (f+fS + fiF 

例 8 _ 2 .设曲面由 z = f ( x 7 y ) 给出，其中函数 f ( x , y ) 满足拉普拉斯方程+ 

fm = 0. 因为/=二 H f ^ f yv _ 于是高斯曲率处处有^<0 ? 其中两 

个导数仏中至少有…个不为零 1 

我们要找出高斯曲率的几何意义 I 对所给曲面上的点 （ AM 办印) ，我们选取法正 
交标架 ( x , y , z ), 其中 z 轴正交于曲面.于是局部地曲面可写成^ = f ( x 池 其中九 
和厶在此点为 0. 

在所给点我们有知=心，这是因为这叫如=1 + 二1 + $ 

另外 L ^ 6 n = f x± ,M = bi 2 = f xy ，N = h n = f yir 

我们分析 H 种情形. 

1. K > >0, X 2 >0 (在点 x ^ — y () 函数 f { x , y ) 取极小，图 10, a ), 

2 - K > 〖W < 0, A 2 < 0 (在点 x ^ y D 函数 f { x , y ) 取极大，图 10 : h ). 

3, 尺 < 0, H 此 Ai > 0 : A 3 < 0 或者相反，这是鞍点•或"交叉”点（图 10, c ). 



图10 

结论在 K > 0时曲面局部地处于所考虑点处的切平面的-侧.在 if < 0时 
曲面必定在任意靠近切点处与此点的切平面相交1 
如果髙斯曲率处处为正，则此曲面是 严格凸曲面. 


习题 


8.1 . 求曲面 7 其所有法线交于一个点 T 

8 . 2 . 计算下面旋转面的第二基本型： 

= ( x ( u ) t fl ( u ) cos p ( u ) sin ( p ). p ( u ) > 0. 

8.3. 计算下而曲面的高斯曲率和平均曲率，曲面方程为 

之= /⑻ + g { y )- 

S - 4 . 证明：如果三维欧氏空间中的曲面其卨斯和、 K 均曲率恒同于零，则此曲面 
为平面. 

8*5. 址明： 曲面$ = f { x , y ) 上平均 曲率好等丁 


H = div 


grad / 

+ I grad f 


8 . 6 . 设曲面 S 由一条具曲率叩）的已知曲线的切直线构成 1 证明： 如果曲线 
在保持不变情形下扭曲 7 则相应的曲面保持了度量不变， 

8.7. 如果曲面有形式 


dl 2 = A 2 du 2 4- B 2 dv \ A ， A ( u , v),B = B { u , v ), 


则其髙斯曲率为 


K 


丄 \(^ 

AB 



S , 8 , 证明： 具有零平均曲率的唯一的旋转曲面为平面和悬链面,这里的悬链面 
是由曲线^ = 心 (呵 + 6 ) 绕 y 轴旋转得到. 


§9. 球面的度置 

半释为旱球心在坐标原点的球面沪 c M 3 由方程 

r 2 十:(/ 2 ^ z 2 = R 1 


{ I ) 


给出，在球面坐标 F , 这个球面山 J / 程凡 f ?# 任意给出.所以参数队 ㈡ 
可以作 f 球面上的局部坐标. W 为要去掉它的北极和南极点（即0 = 0和0 K 这是 
球面坐标系的 奇点； 参看 §1). 已知 (§3.1) 在球面坐标 F 的欧氏度景 dx ? + dy 2 + dz 2 
取下面的 形式： 

dx 2 + dy 2 + dz 2 = dr 2 4- r 2 (dd 2 + sin 2 Od^p 2 ). (2) 
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在曲面 r = i ? 上微分 rfr 化为零，从而对球面在坐标 {6 ^) 下的度量有形式 

df l = ^( dO 2 4 - sin y Sd < p 2 ). (3) 


在这里 0^ < 2 tt ,0^7 T ([fl M )- 在点 0 的小邻域中有 sin 0^0. 因此 i 近似地 

等 Ji 欧氏度量诎 2 +炉如 2 (在极坐标 Aw 下).考虑球而在平面 L 的球极投影（参见 
图 it 表示了球面的平面截线映射在此平面上).这里的 (0^) 是球面 h 的坐标，而 


(^)是平面上的极坐标.从图12看出有 9 = = Rcot ^ 利用这个变换公式我 

们吋以 把度量 （3) 用坐标或足以坐标 x ' y ) 重写为 


dl 2 - 


4/? 4 


(/? 2 + r 2 ) 2 


( dr 2 + r 2 tV 2 ) 


4 R 


4 


(B 2 ^ x 2^_ y 2y2 


( dx 2 4- dy 2 ). 


⑷ 




图 11 沿& 半径为 0 n 的圆周所量出的点4 图12球极投影:的⑷^ ( r 4 

与13 之间的民等0,就是说圆盘的边缘粘合成 
一 个点，这绐出一个二维球囱_ 


a 然，球面 的度量 由平面的欧氏 度歲乘 以函数 


4 K 4 


4 R 4 


( H 2 + z ： 2 + y 2 ) 2 


得到，即 


以球面二(肜 + w + 平面> 


⑻ 


例 9.1, 求在球面上半径为 p 的圆盘的周长和 
面积.设圆周的中心在北极 iV (点0= 0;图 13). 而 
圖周的半径 p =>^ G . 因此圆周的方程为 0 = p / 氏 
0命< k 半径为 p 的圆盘为区域 9^ p / R . 0^< 
2[在曲线 0= p / R = 常数上我们有 

dl 2 = R ?( dB 2 + sin 2 8 dip ^) = R 2 sin 2 ^ dip 2 , 

it 

因此长 L 等干 

/ 2 tt 

R^ixi ^d<p = 2nRsm • ( 6 ) 





• 68 • 


第二章曲面论 


我们看到，当 p = tvR/2 时长度最大（赤道)；当 p = 7T/1 长度为 0 (南极点).由 
公式 （6) 得到在球面上 I 到周长。和半径 P 的比值总小干: 



P 


— 2 n 


tsin{p/R) 


< 2ir. 


p > 0. 


求 _ f ♦径为 p 的圆盘的面积％.由出 2 的表达式 （3) 得到 ^1- 因此 


面积 




p/fi 


- JJ ii 2 \ sin S \ dQd.p — R 2 J sin BdO J dip 


2 nR 


2 


COS 


3, 4 


⑺ 


^ip = 7 rR 时我们的圆盘与整个球面吻合，从而我们得到了球面面积等于 4 ttR 


P 


如果半径 P 小，则 sin 会 e ^且 

H R 


cos 


P , P 


R 2 B 2 


. 我们得到 


l p = 27rRsm ^ « 27rR y a p = 2ttR 

H 


2i ' — cmJ k 


Tip 


2 


即在小半栉下我们得到此长度和面积近似地有与欧几里得几何中同样的公式. 

现4:来求半社为 R 的球向的髙斯曲率和平均曲率.我们注意到球面的法截线是 
肀径为 K 的 WI (称其为球面的大圆).闪此仵意法截线的 曲宇为 常数，它等于 i ?_ i ( 参 

看 P.1). 这样，第 二基本 型的两个特征值相等 ； 等于 R ~\ 就是说:球面的高斯曲率 
等于 1 / R 2 , 而平均曲率等于 2 / R . 

转向球面度 S 的运动群+所有绕坐标原点的空间旋转都把 半椏为 丑的球面变到 
自己.这个旋转由 IT 交矩阵 给出， 它保持了球面上的黎曼度景不变.因此球面妒的 
运动由 TH 交矩阵 确定. 冋忆 S 4 ■义我们记正交矩阵群为0(3)，称其为完全正交群.每 
个旋转可以用三个参数来描述，因此，球而的度童至少是运动的三维集合. 

重要注解我们已看到，球面的所有可能的变换，当由正交矩阵给山时，是个运 
动. 因此群 op ) 包含了球面炉的所有运动.但是我 tfiri 前还不能证明群 o (3) 实际 
上就是所有运动的群.但这个结论是对的.任何保持炉上度量不变的变换必是]^ 
中的线性和正交的变换1然而对此事实的严格证明要求引进测地线的概念.我们将 
在笫四章中回到这个问题 t 


§ 10 . 在伪欧氏空间中的类空曲面 

1. 伪球面 

考虑坐标为的三维伪欧氏空间，其中的伪欧氏度量为 

dl 2 ^ dt 2 — dx 2 — dy 2 . ( 1 ) 
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半径为尺的在中的伪球而由方程 

t 2 -x 2 -y 2 = R 2 ( 2 ) 

给出.这是在三维空间中的双叶双曲面 （圈 14). 伪球面整个落在光锥= 0 
的内部，从而在伪球面坐标 p ， xM 见 (3 + 11),(3.12))下由方程 

P = (上叶)， ' 

P=-- -H (下叶） 

给出.我们将在后面只考虑双曲面的上叶，即^ =兄回忆在伪欧氏坐标 ax # 下度 
量价 2 - 血 3 - 办 2 具有形式（见 3.12) 

dl 2 = — fj 2 ( dx 2 + ^ h 2 x ^ ip 2 ) -h d / t 2 . (3) 

因此在双曲 而上咐 

n R 2 ( dx 2 + shW ) ， ⑷ 

其中咖二 a 这样，伪欧氏（即不定的）度量在伪球面上诱导的度景为负定.它等价 
于伪球面 t 2 - x 2 - y 2 = 中是类空的双 曲而： 这个曲凹的切向量总足类空 

的（在其上，< 办 

定义10丄称度量⑷刃罗巴切夫斯基度量+ 

以类比于上节中的方法可以建立伪球面到 ( x 7 y ) 平面的球极投影.伪球面的 
中心为原点 O , 北极为坐标是 ( R , 0,0) 的点，南极是坐标为 （-77,0,0) 的点，我们以 
开圆盘 x 2 - hy 2 < P ： 2 为伪球的上半部（图 15) -假设为伪球面上点(其巾 

f > 0) 的坐标，并设 ( u , 为点 f ( P ) 的坐标，其中/为球极投影.我们要算出这两 
种坐标之间的显忒联系.由图15可明显看出 

x t + R y _ R 
u R ^ v R 

由此有 = W (1 + i / R),y = ^(1 + i / R ) t 将工和 y 的这个表达式代人曲而方程 
t 2 - x 2 - y ^ = F ? 得到 


由此， 





= 2H 2 u _ 2R 2 i ； 

R 2 — v ? — t ， 2 ’ ^ E ? — u 2 — v 2 ⑹ 

公式 （5) 和⑹就是我们所要的关于球极投影的公式.现在可以在坐标 ( Uy v ) 下求 
伪球面上度量 （4) 的表达式 r . 直接的 h 算表明 
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— dl ; -(^ 2 - - dy 1 ) = j^r + v2 — R2 ) 2 (du2+dv 2 )， ⑺ 

另外（像对 球面炉 那样)，在坐标％”下的伪球面的度量与欧几里得平面 _ 的度量成 

比例. 带有负号的在 V + V <把这个圆盘卜_的度量⑺被称做罗巴切夫斯基几何 

的废加茱度量 模型. 如果在圆盘 W 十浐 <及 2 L 引进极坐标 {7、屮)' 则罗巴切夫斯基 
度量被写成 

4 

说 2 二 _ /平 i dr2 + 〆 却 2 )+ (8) 

显然它类似 T 球面妒的度 fi (参看⑴ .4))1 

我们把球面妒的度最形态与罗巴切夬斯基平面 p 的集中放在张表里 (R = 

1) : 


S 2 

l? 

d0 2 -h sm 2 0{d^p) 2 

d X 2 ~hsh 2 x( 却 '} 2 

1 dx 2 -f- dy 2 
(i + y+fp 

A <lx 2 +dy 2 « 。 


我们考虑另外一个罗巴切夫斯基度鼋的表达形式.由复变函数论中众所周知的 
事实知道，存在复平面的分式线性变换把上半平面变为単位圓盘.我们给出这壁变换 
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巾的-个3 = (1 + iu;)/(l - iuO(ffl 16). 如果我们令 2 = u ^ iv,w = x + iy ， 于是我 
们在单位岡盘上引进了新的坐标(^^)^>0.直接的计 算指出 ； 罗巴切夫斯基度量 
在坐标 ( x , y ) 下有形式 

y z 

称度量 （9) 为罗巴切夫斯基几何的克 
莱因度量模型. 

我们来找出罗巴切夫斯基平面的 
运动群，空间啤 3 的仟意伪正交变换 
(见 砂 .2) 保持形式/ 2 - /〜沪不变， 

所以把伪球面 t 2 - X 2 - y 2 ^ R 2 变到自己.但是 0(1 ， 2) 中的变换能交换伪球面的上 
半部和下半部 T 因此罗巴切夫斯基平面包含了 0(),2) 中的正时序变换，在第四章中 

将指出这两个群相同.于是罗巴切夫斯基平面就像球面和欧氏平面一样是具有运动 
的 H 参数的集合. 



图 lfi 


2, 中类空曲面的曲率 

中一个曲面是类空的是说它的每个切向量是类空的.换句话说，闵可夫斯基 
度量出 2 =也 2 - 咖 2 - 办 2 在曲面上诱导出负定的度量. 

对于曲面由函数 （ = f ( x , y ) 的图像给出，在曲面上的度量有形式 

~ dl2 - _( dt 2 - dx 2 — dy 2 、 = (1 - f ^) dx 2 - 2 f x f v dxdy H - (1 - f ^) dy 2 = g ^ dx ^ dx ^, 

X 1 = x. x 2 = y. 


我们有 det (^) 


= — 


fl - fl -, 曲面的单位法向量 m 


的第二基本型由等式 


(类时的).曲面 




d 2 r 


定义+令 


dx i dx ^ 


「， m 〉， ij - 1,2 


K 


det bij 
det 如 


⑽ 


(II) 


来引进类空曲面的高斯曲率■那么对于由方程/(^7/) ; 1^/^-/2 > 0的曲面，贝 Ij 
由类似于 § s 那样，有 

^ ~~ fnfv y . , 

—( T : /! - /， (11) 

特别地，对于双曲面 t ^ x 2 - y 2 = 1( 罗巴切夫斯基几何）我们得到了 

注 1. 在第四章中我们将从内蕴几何出发计算罗巴切夫斯基平面的曲率.我们 
重新得到 K 三-1;并解释 了定义 （10) 中符号选取的原因. 

2 .像在§8中那样，我们 得到： 高斯曲率^ < 0的类空曲面在中是凸的. 


§11. 几何中的复语言 


1. 复坐标和实坐标 

在许多几何问题中常常使用复数的语言表示.为此我们要在这里解释一些我们 
所需要的简单事实. 

假设给出了以为基的复数域 C 1_的 n 维线性空间 C ' 任意向置 
有形式 

之=〜 z k = x k ^ iy h : . ⑴ 

其屮/为复坐标.空间 wj 以宥作为 2 n 维的线性空间 M 2 ' 这是实数域上的空 
间，其中在中的基由 

ei ， … (2) 

给出 T 于是我们有 

?= 八 k = + y k {ie k ), ( 3 ) 

其中… 7 x ' y 、) 为向量 （ 的实坐标，所描述的这个运作称为实（数）化. 

复空间的复线件非异变换构成群 GLinX)- 这是 nxn 阶其行列式不 A 零 
的复矩阵的群.在实数化下，每个这种变換给出了实空间 Rh 中的、个线性变換.我 
们因而得到了一个实化映射 

r : GL(nX) GL{2n,R). ( 4 ) 

例 11*1* 设 n = 我们冇一维的复空间，坐标 s = r + 呶空间 C 的线性变换 

为乘以复数 A 笋 ⑴ 

^ 1 -^- Xz. ( 5 ) 

如果 X ^ a ^ ib . o ； 2 + b 2 声0, 则得到 

r 



给出.显然，由空间 C 的复线性变换得到的不是空间 f 的任意的线性变换. 

类比地不难证明，如果在 n 维的情形， yl 为 GL ( nC ) 中矩阵，那么 A = A + iB , 
其中4和 i ? 为实矩阵，于是在映射 r ; GL ( n ， C ) — GU ^ n . R ) 下我们有 
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习题 11,1. 证明矩阵 r [ A ) 的行列式为 dot (? T ( yl )) = \dct A \ 2 . 

注 我们要指出映射 r : GL ( nX ) ^ CL ( 2 n , R ) 的 W — 种 描述. 如果 /i G 
GL { n , C ) 为复线性变换，则对任意向贵 f 有 

A(iO - M(Oi (8) 

在实化下，乘以《可由 2 ri 维实空间中线性变换 J 来实现 JP 


因为 

i ( q ) = ie k , i (:= — e fc , 

故在基⑶下乘以7的运算 f = r ( i ) 的矩阵有⑼的形式> 由⑻知道,矩阵/与矩 
阵 r ( A ) 可交换+这表明此运算的交换性+ 

在 GL ( 7 h C ) 中有行列式为1的矩阵组成的了群，记其为 SL ( n , C ). 

2. 埃尔米特内积 

在复数情形下我们给出下面的空间 c n 中的 内积： 

Gi ， 6〉c = 讀 ，(⑶ c ^J2\z k \ 2 ; (10) 

fc=l fc=i 

这里 心二 等等，而 “-” 表示复共轭.它有下列性质： 

( M^)c 

= A {^ X ]) c , 

H = {ruH (11) 

{^i 十 = {6 ? v)c + 

( K } c >0， 其中 （一 (L 

任意具性质 （11) 的内积被称为埃尔米特内积. 

在实化空间此％中也可以引进欧氏内积，即如果$ = 

6 = (4,…1沾) 7 则令 

n 

^(44 + yi fc ^ : ) - (12) 
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我们指出，上时的埃尔米特内积与这个欧氏内积的关联： 

如 (13) 

其中 Re 表示复数的实部 . 事实上，我们有 

n 

Re(^,^ 2 )c = + 一祕） 

fc = I 
n 

^ + 沒 a 

k=l 

特别，由公式 （ 10) 得出： 向 童向 身的埃尔米特内积同于其欧几里得 内积： 

(u)c = (m (i4) 

设 』 e GL(n.,C) 为复非异线性变换 . 

定义 11.1. 如果对任意向量☆，有 

{A^.A^Yc = 〈《 1 ⑹ c ， (lo) 

则称 yl 为酉变换」 

如果在基 e l5 … ，下；埃取米特内积有瑕式（ 10) ，而乂由矩阵 A 二 （ A 【） 绐出 , 
T 是由西变换的条件得到 

=〆 ， (16) 

k=l 

或者写成矩阵 形式： 

A~A T = 1 ^—^ A L = A~ } (17) 

( T 表示转置>,西矩阵构成一个群，以 u ( n ) 表示 ； 称之为酉群.巾 （ 17 ) 得出 

I 

det^jl) ^ (d^F~^)(dct /I) = |det 川 2 = 1+ 

因此，酉矩阵的行列式的绝对值等于 1. 群 U{n) 中有子群 SU(n), 它由行列式为 1 
的酉矩阵组成， 

注可以看出，类似于料那样， L>) 是 e 中酉度量下的运动群 1 
考虑在 GL(2n^) 中的像 r(U(n)). 山公式 （ I 3 ) 知道，如果 A e 以⑻，即 yl 保持 
了自身埃尔米特内积不变，则矩阵 rfyl ) 也保持了 中的 0 身的欧几里得内积不 

变 ‘ W 而酉群在 CL(2n,JR) 中的像 r(U(n)) 有形式（也可见 4 题 11.]) 


r(U(n)) ^ SO(2n)f]r(GL(n,C)). 


(1.8) 
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我们也可以用伪欧氐空间来类比地研究伪埃尔米特空间其中具 
坐标卜 S … ，') 的向量 f 的长度平方由公式 

二 1^| 2 + ■…十 k P | 2 — ■…一 |^ n | 2 (19) 

给出 k 我们用 U ( Py q ) 表示使形式 （19) 保持不变的复线性变换 ; 而用 SU ( p , q ) 表示矩 
阵行列式为1的 U ( p ^) 的子群， 

3. 复变换群的例子 

我们在前面看到群 GL 〔] X ) 是非零复数（在乘法下）的群.群 U 0 ) 巾所有模为 
1的复数 组成： U ( l ) - 我们注意到有 r ( e ^) - ( COS 因此映射 

、一 sin ip cos ip J 

r 给定了群 U {1) W SO {2) 的间构. 

现在来考虑群 SL ( 2 , C )- 设^ G SL ( 2 , C ), 即 ad - 6 c = 1 ■作〔扩充 
丫的）复 f ._ C 上对应于矩阵 d 的分式线性 变换： 


, az + 6 

艺— - j * 

cz + a 

如果 (5 5) 力另一个行列式为』的矩阵，则有 

"— a f z f + b ’ 一 ( a ! a 4- b f c)z + a } b -h b f d 
<yz’ + d’ {cfa -h d f c)z + + d f d %t 

即所构造的映射代表了一个同态 


SL {2 X )^ L , 


( 20 ) 


( 21 ) 


这里的 Z 表示分式线性变换群.不难看出，同态 p 的核由两个矩阵 构成: 

{ —I 0 \ 

和 n n ，同时 P 把 Sl { 2 X ) 映满丫整个群 i (满射).所以 

V 0 

L = 5 L (2 5 C )/±1. 




( 22 ) 



再考虑群 U(2 ). 如果矩阵 




属丁 t /(2), 则 


| a | 2 + \ b \ 2 = 1 : \ c \ 2 -h \df = 1, ac-hbd = 0 . (23) 

它的了'群 SU { 2 ) 由补充的条件 ad - be = 1从其中得到.因此 577(2) 由下面形式的 
矩阵 构成： 
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另一个例子是群 517(1,1). 它由形如 

(l d ), 1 

\ d c / 

的矩阵组成.注意，其中 c # 0( 因为 \ c \^ l ), 

存在由下面公式定义的映射 5 T /(1，1) — SU (2 ) : 



逆映射在 a # 0时有定义，这个映射并不是个群同态+ 


(25) 


( 26 ) 


§12. 解析函数 

1. 长度元和函数微分的复表示 

设给出了在复坐标下的空间 C " 中的曲线，其形式为 

z k = z h ( i ) ^ x k ( t ) 4- iy k ( t ). 


⑴ 


这时在实坐标 { x k , y k ) T , 我们得到曲线: 
有形式 


Yl {^ k ) 2 ^ ( y k ) 2 dt ^ 


^ 71 ⑴， 〆 ⑷，…它的长度 



^2 ■■ 


⑵ 


在空间庇〜中通过下面的公式容易从坐标 ( x \ y k ) 过渡到复坐标 z k \ z k ,k = 1, 


L 十叩 fc , 


iy 


-( z h ^ rZ k \ y k 


Z k ). 


这时长度元的复形式可写成 


r V 

Y^dz h dz k , 


⑶ 


⑷ 


其中令 


dz k — dx k + idy k . dz k = dx h 


idy 


我们在 c " 上的复函数空间中引逬算了 

dz k k 2 \ 

U ( 

dz k ^ 2\ 


dx k dy k 


dx k 




⑻ 


⑹ 
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显然，我们有 


d 


d 


d:r k 

d 


dz k dz k 
d 


d 


⑺ 


dy 


k 


dz k dz k 


注意成立有下面的等式: 


0 

d ^ 

d 

dz k 


{Z k ) 


d 


(z k ) =0 


(々) 


dz k 

d 


(z k ) = 1. 


⑻ 


由公式 （5) 和 （7) 可以得出下面的论断. 
引理32丄 任意复值函数 /(rVr 


j 1 ， …，〆 I 的微分有 


df 




dz 1 


dz n 


dz 1 


dz 


⑼ 


现在 考虑具有复系数的变量为 W ， … w'yVh 的任意多项式 POV -. , 

r ' y 1 ， … ，旷). 使用变量替换 （3) 我们从多项式 Ph 1 ，■ j'yV . D 得到了多 
坝式 Q { z x r - , z y \ z \ ■■- 成立下面的 论断： 

定理 111. 多项式 Q { z , z ) - P { x , y ) 只依赖于变量 P ， … 〆 \而与变量 
芝 V ■ ■ , P 无关 当且仅当它满足等式 


OP_ 

d ¥ 




( 10 ) 


证明 算子^和^具有下面明 ii 的性质（莱布尼茨公式 )： 

基⑽ = §^ g + J 备， ^r(/5) - §~g + f-^- (11) 

另外， 刺用公式⑻ ， 由其得到 

^K 々 ri = (h - ( 12 ) 

于是立即知道，如果 F ( x , y ) = Q { z , z ) 不依赖于$则|5 = 0. 

现在证明栢反的 断言， 设多 项式尸 依赖于$ 其中& 出现在 P 中的最高阶数 

设为 m . 我们将证明 

dz K 

多项式尸具有形式 


p = A 0 (#) m + … 十 ■ ■. + a^, 

其中 T A m 力所有变量和除去鈔以外的所有变量3的多 项式于 


^ A 

是，# e(M = o , … ^ 仙不依赖丁 A 闪此 


dz k 


冼 十 Ai(m— 1 )(#) 


dp 


因为 A 0 邦，敁^异 0. 定理证完 


注此定理不仅用于多项式，而且可用于收敛的幂级数 i 它与妒无关等价于条 


件基 E 0. 


定义 12.1. 称满足等式 




,n 


(13) 


的函数 / W , … , x n , y n ) 为复解析函数. 

对于两个实变量的函数 f { x , y ) = S { x { z , z ), y { z , z)),z 
解析条件（即不依赖于幻具有形式 

uz ox ay 

如果 f ( x , y ) = u ( x , y ) + 贝！ I (14) 可以写为 

du dv du dv 

dx dy } dy dx’ 


x 十， iy、z ^ x - iy 而百， 


(14) 


(15) 


称等式 （15) 为柯西-黎曼方程.显然，由 （15) 得到 


^ ^ ^ 0 ^ + 心 

dx 2 dy 2 ’ dx 2 dy 2 


(16) 


因此，复解析函数的实部和虚部都是拉普拉斯方程的解（即调和函数) 
°, A ，其中 △ = S 为拉普拉斯奸 


Au 


命 为拉普娜算子 T 


2. 复坐标变换 

设在 n 维复空间 C n 中的某区域上给出了两组复坐标 


z 1 = x l + iy 1 , 
w 1 = u 1 + iv 1 ^ 


z n = x n + iy' 
w n = it n + iv 71 . 


(17) 


这时坐标 


iv k 以坐标 / = / + iy k 的函数形式给出 


，/，?广)， 


- ,n. 


m 
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定义 12 , 2 . 如果 


dw k 


I — 1 , ••- ^ 


(19) 


则称坐标变换 （18) 为复解析坐标变换. 

令 

a i = = 1' … ， n ， ( 20 ) 

则可引进复坐标变换 （ IS ) 的雅可比矩阵 ( af ), 称矩阵 «) 的行列式为变换 （18) 的 

复雅 可比： 


Jc = det ( af ), 

变换 〔 ]8) 在实化空间 R 2n 中给出了变换 

u k = W W ， … , .T n ,y ri ), v k 二 

fc — 1, • • • , n . 




( 21 ) 


( 22 ) 


设 




d(u, v) 
d(x,y) 


(23) 


为变换 （22) 的（实）雅可比 > 

原来发现复和实的雅可比间关系极其简单. 

引理 12 , 2 . 对于复解析坐标变换有下面的 等式: 


Jm — | Jc| 2 - 


证明 设 A 二（峙） = 为（复）雅可比矩阵， A = dot A . 我们要求由坐 

标^ 1 ，■ + ，'之 \ 到坐标比 ' …，比'切在空间 R 2 " 中变换的实雅可 

比矩阵.由复解析条件我们有 


dvj^ k dw k Qu) k n 

=a 卜 W = =0? 


dw k 




因此所求的雅可比矩阵具布形式 




. 它的行列式等于 


dot 



A 

0 



= |det A \ 2 = I Jc| 2 - 


- so - 
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现在留意一下，从坐标^ 1 ，…， 
移或从到（川，匈的转移由矩阵 

/ 1 n\ a 


, y n 到坐标5 1 , 




的转 


11 0 
0 \-i 


det B = {- 2 i) n 


9 


—% 


给出.因而 


= det B 


Jc 


推论如果变换 （18) 的 （复） 雅可比不为零，则局部可通过 w 表出^ 


穴⑴ '… ,w n ) 


1，…，72 


这时反函数 z k ( w ) 是复解析的. 

证明我们巳知从尤 1 ; . … ，'沒 ' …， 〆 1 到 * …， 


，的坐标变换 


的雅可比矩阵有形式 S - 


B (见前面的证明)_因为由所给条件知此矩 


阵的行列式不为零 7 故由逆映射存在定理（参看 § i ) 知局部地存在雅可比矩阵为 

^ B 的 变換. 由此直接知道函数 z k ( w 7 w ) 存在.对于在 M 2n 的 
变换 （ WV ®) — { z . z ) 有形式 


一 1 


引埋得证+ 

例 12.1. 当 n = 1时变换 （18) 有形式 


，、 dw 。 
咐 ^ 0 - 


(24) 


dw 


这个变换在# 0处，可逆. 

az 

在复的情形中，变换总意味着从空间 C 
的映射，而这个映射由复解析函数给出. 

n — 1 时的变换的例子+ 


的一个 K 域到另一个区域的相互- 
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例 12.2. 复仿射变换 


w(z) r = az + b 7 a ^ 0. 


(25) 


在这个变换下^ # a 

az 

回忆 §4,2, 以实的观点看 ，(25) 给出了平面的运动同时保持/定向的伸缩+ 
例 12.3 -分式线性变换 


(可以假定 M 


切 ㈤ = 


az + b 
cz 


ad — be ^ 0 


be = 1), 这时 


dw 

dz 


1 

(cz -h d) 2 


# 0, 


(26) 


(27) 


严格地说，变换 （2 G ) 在 z 二」没行定义，可以认为（目前完全是形式地）« (26) 
是在扩张的复平面上给出的 7 &那里复直线 C 上附加了一个无穷远点 CO , 这吋 


例如，变换 



(28) 

(29) 


把上半平面 Im z > 0变到/单位脚卜;| < 1. 我们曾在§10利用过此变换来构造罗 
巴切夫斯基几何的克莱因模型. 


3. 复空间中的曲面 

我们考虑在二维复空间中的一维曲面（复曲线）这个最简单的 if 形.这样的 
曲线在空间 C 2 中的坐标（％幻卜由方程 


f{w y z) - 0 (30) 

给出，其中 f { w , z ) 为变量叫2的复解析函数.方程 （30) 是有两个实方程的方程 
组: u = = 0,其中/ = u -f iv , 因此给出了 C 2 11 R 4 中的一 个二维曲面，令 


gradc/= [n) ， ㈤ 


1+1此引进复梯度 grad c /. 

如果在点（购 A ) 卜-有 gmdcU 0,则称曲线 （30) 上的点 0 ,功）为非异 
点.我们有下面的类比于隐函数定理的复形式（只叙述，不证明). 

定理 I 2 . 2 .设 f ( w , z ) 是变量的复解析函数，并且 grade /在使 /(^ 0 5 
^ o ) = 0的点 ( u ' o ,^ o ) 上不为 U . 




假定，例如是#在此点不为零.于是在点（叫，⑹的充分小的邻域内方程 

aw 

t 

f{w,z) = 0 有唯一的复解祈的解 u ? ：= 使得 f(u;(z),z) wUo )，= 0. 

例 12.4 .设 f(w,z) 为两个变量的多项式.称方程 f(w : z )^0 的形 如⑴二 w ( z ) 
的全部解的集合为多值代数函数，而称曲面（复曲线= 0为这个多值函数的 
图像或黎曼面①+ 

重要的特殊情形是超椭圆曲线，即由方程 


f { w , z ) — W 1 ■- P n ( z ) ^ 0 

给出的黎曼面^其中 P n { z ] 为 n 次多项式.这是代数函数^ 
引理 12.3. 曲面 （32) 非异当且仅当 P n ( z ) 没有重根. 
证明计箅函数/的 梯度： 


(32) 


/^)的图像 


grad ^/ 


df\ 

dw' dz } 


2 w . — 


dPn (^) 


dz 


如果 grad c / 在曲面 （32) 上有零点，则 


2 w = 0 ? 处會、 ^ 0,仿 2 — P r Az ) ^ 0. 

dz 

由此得出奇点的坐标为 （0, 如)> 而如为多项式 P n { z ) 和它的导数的公共根.没 

dz 

有公共根等 价丁多 项式 p n { z ) 没有重根.引理.证完. □ 

在曲面 （32) 匕根据复的隐函数定理可以在= 2w # 0 ，即 pj z) ^ 0的点 


上引进局部坐标如果 P n ( z ) 
坐标+ 


KA-VQ — Uj Up r Tl \Z j 7^ U 

0 7 则 _ =¥ 0. 那么在这点可取 w 为局部 


再回到仟意非异复解析曲线的情形.设# 

dw 

于是切= w ( z ), ^三0■在 C 2 中的度量元以 2 为 




〆 0于点 («；[>, Zo ). 


dl 2 = dwdw 4 - dzdz 


⑽) 


它在曲面 f ( w , z ) — 0转化为 


dwdw - J - dzdz 


1 + 


dw 

dz 


dzdz . 


(34) 


①这是通常使用的黎曼面定义（甓如参看 [ iG ) 丨的一个简化形式_在曲而/(叫为 = CI 无竒点和 
无自交的情形，我们的 定义等 价于-••般的情形 . 
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如果 ^ + 则 在曲面 /(W,Z)=0 卜.长度元的平方有形式 

dl 2 = h(z^ z)dzdz = g(x, y)(dx 2 4 - dy 2 ) y (35) 

其中 f) = y) = 1 - ^ . 

定义 12.3. 如果曲曲上的度量在坐标 F 具有， i/ 2 = g(x,y){dx' 2 \ 山 /) 的 
形式，我们称 此坐标为共形坐标. 

有简单的引理： 

引理 12.4. 度量的共形形式（只）对于复解析的坐标变换和它们与复共轭的复 
合是不变的 . 

证明 假设对坐标=度量有形式 

dl 2 —■ k{z. z)dzdz. 


设 z = z(w). 




0 . 十是 


dz 


dz 

dw 


dw' dz 


dz 

dw 


dw 


和 


dl — h{z^ z)dzdz — h{s{w. w). z(w,w)) 


dz 

dw 


2 


dwdw. 


如果 ^ -0 ; 证明完 伞类似 . 如果 ^ = z{w,w) 而吴 CK# 异 0 ; 则容易看出，在 


变景 w% F dl 2 有形式 


dw 


dw 


dl^ = hdzdz — h 


dz J dz 
dw + - — dw 


2 


e ^\ 、、一 _ 尸 t _ 

dw aw 
h{c^^(d.r/) 2 + 2aSdy f + a 22 «) 2 )， 


其中 


w — 


x ( + iy f ; 显然 a 12 ^0. 引理得证 . 


□ 


§13. 曲面度里的共形形式 

1. 等温坐标、共形坐标下的高斯曲率 

设在 R 3 中给出由参数定义的二维曲面 

Z 二 4.P，q.h V = y(p,Q)： Z = z(p,q), (1) 

其中 Pd 在空间 M 2 中某区域变动，于菇在 曲面上 存在诱导度量 

dx 2 + dy 2 -h dz 2 = E{dpf 4 - 2Fdpdq + G(dq) 2 , ⑺ 


9 = 

式 . 


EG - F 2 >0. 通过对曲面上局部坐标 ( P ， q ) 的变换，度量出 2 可以化为共形形 
就是说我们有 （参 看以). 

定理 111 .设 E . F . G 是变量的（实）解析闲数，于是可以引进新的局部 
坐标使得在此新坐标下度 ft 有下面形式 


f ( u , v )( du 2 + dv 2 ). 


⑶ 


注称这样的坐标为等溫坐标或共形坐标.因此 7 在等温坐 t 示下度量有上节所说 
的意义下的共形的形式. 

证明我们把二次型沿 2 = gudp 2 + 2 g 12 dpdq 4- g ^ dq 2 分解因子为 


dl 2 



ip + (妈 + ^7^而) 


私 S\i 


夕22 = 0 , q 


P 2 . 


我们要寻找新坐标 u ， ％它们是的函数 w = u ( p , q ), v ^ v ( p , g ) ? 使得度盘 （2) 
具有 （3) 的形式，如果我们能成功地选取积分因子便能做到这一点，就是说^选取这 
样的复值函数 A - g )， 使其满足两个等式 


卜 + ，向) 

(麵 + ^7^匈) 


十 iv . 


du — iv 


(:注意，这两个等式的第二个可由第…个取共轭得到) . 事实上，如果找到了这个函数 
X ( p ： q ), 则将这两个等式相乘便得到 


\X\ 2 dl 2 ^du 2 + dv 2 , SP dl 2 = |A |- 2 (^； 3 + dv 2 ), 

从而取 f ( u , v ) = jAj - 2 . 于是设 u { p , q ), v ( p , q ),\{ p , q ) 为待定函数.迭些函数应满足 
方程 




du - f - idv — ( — + 

\dp 


. dv \ 

z 0 p ) 


dp 


(S 




T 是 


消去 A 给山 


\ /r _ du .Ov 


& ⑽ (KMK 


w 


或者 


r ^ u r-yOu du dv _dv 



由此得到 
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a ) 


b) 


dv 

dp 

du 

dp 


P 


du 

dp 


du 

E &~ q 


V9 

E 砮 -F 》 

oq up 


dv 

dq 

du 

dq 




F 


dv 


V 9 


G 


dv 


(**) 




Vo ^ Vs 

由 r & = 丁是由 （**， a ) 和 （ f ， b ) 我们得到下面的方程: 
的微分算子1是 


^Lv = 0,这里 


L = 9 

H - 

E Wq 

d 

+ — 

F H 

Oq 

VEG 

- F 2 

dp 

VEG - F 2 


称方程 Lf = Q 为 ] q 尔特拉米方程 ， 而算子 L 为贝 尔特拉米算子， 因此我们知道了 
所要找的函数应该满足 M 尔特拉米方程.由微分方程理沦知道（自然我们将不 
给出证明) ； 如果闲数 A 解析，则方程/」/ = 0总有解.于是，等式 W ? (^) 便确 
定丫函数 A . 如果我们令 w = w + iv^w = u - iv , 则曲面的度量便可写为 



= g(io^ w)dwdiL\ 


因此，我们的曲面可以认为是局部复解析的. □ 

如在引理 I 2 . 4 所清楚表明的那样，等温坐标不是唯一决定的.考虑两组等温坐 
标 （ P , g ) 和（％ 并设 ^ = u{p^ ^), v = v(p 7 q). 

我们知道，如果殳换保持度量的共形形式不变，则函数 w ( z , z ) 是变 fi z 或者乏 
的复解析函数，因此,在等温坐标下保持度量的共形形式不变的变换的全部集合，它 
由在各种不同的复解析变换 w ( z ) 中加进了复共轭组成的. 

例 13,1. 考虑具复坐标^ ^ + 2 y 的复平面 C + 欧氏度量 W =办 2 +咖 2 具 
有共形形式，即 

dl 2 dzdz . ⑷ 

考虑任意一个分式线性变换 


于是有 


W = 


az -\-b 

+ rf ’ 



⑻ 


dl 2 = dzdz = \cz -h d\ 4 dwdw^ 

即分式线性变换保持平面的欧氏度量的共形形式. 

设在三维欧氏空间中给出了有共形 坐标％ V 的曲面，使得曲面上的度量为 


⑹ 


dl 2 = g(?/ ， ?;)(du 2 十 dv 2 ). ⑺ 

我们要推导在共形坐标下的高斯曲率的公式. 




定理 13 . 2 . 具度量⑺的 K 3 巾曲面的高斯曲率为 


K 


•• - Ain o. 


⑻ 


其中 △ = #4 十^为拉普拉斯算 T. 

OU z OV 1 

证明设曲面以参数形式 给出: r =rOvW = ( x , 仏 z )， 那么方程 （ 7 ) 表示 


{ r u^v.) ^ = ijUv) 


⑼ 


对这些等式作对的微分得到 

1^ 

2 du 


{^" Uu y 



2 dv 


{ r vv ) r v) = {^uv n ^u) 


( 10 ) 


^v) H~ 〈.〜 ， TVti 〉 


{ r uv)V v ) + {r u ^ 


令 


v? 


r\， e 2 


79 


n = 


[^i j ^z}-, 


(ii) 


给出 J 单位 M 景 Ci ， ^ 2 , ? 1 . 

在曲面每点上的标架 ( e 1 , e 2 j n ) 是法 TH 交的，这时向量 n 垂直于曲面，而向量 
ei,e 2 切于它.按定义，第二基本型的系数为 


^11 


，!〉， bl 2 二^' 


汀 〉 7 hi! — N = 


从公式（ 】 0 )和（ 12 )得到问量在基底 e| ,e 2 ，n 下的坐标为 


( 1 % 

(i dg 

\2^gdv 


1 dg 

v ㈣ ， 

1 dg ,, 

-- M 

2^du， 


r VXf 




因此成立公式 


(12) 


(i-3) 


〈 . 厂 iiu ， ^Vi.i 〉 一 {^uv i=Z^iV -* Ad^ 


% 


£) + (£) . 


( 14 ) 
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又由公式 (1 U ) ? (14) 我们 得到: 


2 du 2 


: y.li.T.1 3 V V ) + T 


uv 


3 


dv 


{ r UU 1 ^v) 一 {^uu ? ^vv) ^ { r uv > 


备 S - (⑽ -州 2+ 念 


⑵ 


2 


dv 


2 


那么由 (8.26) 高斯曲率为 


K 


dct(^) _ LN - M 2 

det ( 如） <j 2 


$Aln" 


定理得证. 

如果将度童 （7) 写为复形式: 


□ 


dl 2 = h[z, z)dzdz 


则高斯曲率的公式 （ S ) 具形式 


K : 


2 


h dzdz 


(\nh). 


(15) 


2. 在共形形式下的球面度置和罗巴切夫斯基平面的度董 

在实的情形下，球面的共形坐标已在鈞中给出.我们考察半径及=1的球面和 
它到其赤道平面的球极投影，平面上的坐标为: c ， y . 回想在坐标:下球面度量说 2 
有形式（公式 （9,4)) 

dfl-A — + dy2 


(1 + iT 2 -h y 2 ) 
如果 z = a iy,z — x — iy , 则公式 (16) 有形式 


(16) 


dl 


2 


4 


(l + j ^| 2 ) 2 


dzdz. 


(17) 


其中 3 为复平面 c 上的坐标. 

对于罗巴切夫斯基平面，我们考虑在球极投影下的平面坐标 A y 下的出 2 的形 
式（丑“ 1时的公式 (10.7)) 


dl 2 


公式 （18) 的复形式可表示为 


4 


(dx 2 + dy 2 ) 


(l-( 2： 2 + y 2 )) 2 


(18) 


dl 


2 


4 


(1 . 一 ㈤ 〒 


dzdz, |^| < 1 * 


(19) 
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其中 z 为单位圆盘（废加莱模型的度量)的复坐标+ 3卩果令2 = 把单位 圆盘映 

到上半平面 Imw > 0,则罗巴切夫斯基平面的度量为 ■ 


dl 


2 


4 


[w — W ) 2 


dwdw , Im w > 0 


( 20 ) 


(克莱因模型的度量). 

我们要弄清在复表示下这些度量的运动群是如何枸造的.在卜_ 一 小节中我们看 
到分式线性变换的确保持共形形式不变，我们要在分式变换屮找出在我们度量下的 
运动（我们将在第四章中证明没有其他的运动).分式运动设为 


aw + 6 
cw + d ^ 


ad — be = 1 . 



对于球面度量我们有 


dt 2 = 


4 dzdz 
(1 + 卜 | 2 ) 2 


4 dwdw 

\ av } - f - b \ 2 + \cw H - d \ 2 ] 2 


( 22 ) 


_ 4 ：dwdw 

[|&| 2 -h \d[ 2 + w(ab + cd ) + w(ab + cd) 4 - (| a | 2 + jc | 2 )| u ;| 2 ] 2 + 

为使变换 （21) 为球面度量 （17) 的运动，因而它应满足下面等式 

h\ 2 + \d\ 2 = 1, ah -h cd ― [), \a\ 2 + \c\ 2 = 1, (23) 


同时我们还有 

ad — be = 1 • 

这样，矩阵属于沉记得仵§11. 3 中，我们在将群 SL ( 2 , C ) 等同干 

所有分式变换的群时应该是模去子群 (±1) 的商群. M 此我们证明了下面的论述. 
定理 13,3. 球面炉度量的（正常）运动的分式线性群同构于商群 ^7(2)/±1. 
推论 存在群同构 ^ f /(2)/= hl - SCJ (3).( 用球极投影验证!） 

注为了得出整个球面运动群，我们应该在旋转之中再加人反射.这对应于在 

分式线性变换 z ( a b ) e SU ( 2 ) 再加上复共轭 s i 

cw-^rd ^ c d j 

转向讨论罗巴切夫斯基平面.从庞加莱模型开始，类似于前面那样,计算表明在 
作变换 （21 ) 后得到 


^2 _ ^dzdz _ Adwdw 

—(1 - 卜 I 2 ) 2 - [\ d \ 2 - \ b \^ + (cd - ab)vj -h (ab - cd)w -h (\ c \ 2 - | a | 2 )|^| 2 ] 2 ' 

因此应满足条件 


d \ 2 — \ b \ 2 — 1, \ c \ 2 — \ a \ 2 = —1, cd — ab — 0 1 (24) 



§13. 曲面度置的共形形式 


• 89 ■ 


还有 ad~bc = l . 于是我们得到矩阵 y 属于群 SU ( 1 , V ) 的结尨注意 ； 满足 

了条件 （24) 便保 址了在 分式线性变换 z 下把单位圆盘变成了自己，其理 

由是： 它的边界圆周闳^ 1变成 r 脚周 } w \^ i r 

现在考虑克莱因模型.我们酋先寻找能将上半平面 lm ^>0 变成0己的形如 
(21) 的变换.为此应满足条件 

如果 Im w = G y ]5|J Im z = 0 . (25) 

不难看出，如果 w 为实的而 z 二则虑部 Im 2有形式 

ctv ^rd 


Im z = 


w 2 lra(<ic) + 川 Im(6e 十 a<?) + Iiu(6c?) 

cw 4 - d \ 2 


由于 u; 的任意性，应满足等式 


Jm(ac) = lm(bc + ad) = Im(bd) = 0 . 

于是从（ 2 5)所要求的已经得出是实数〔请验证!）的结论.具有实的 
所有变换 （21) 便是在克莱因模型的罗巴切夫斯基度量沿 2 = 4 dzd \^ 下的运动. 

— {z — Z ] 1 

我们不博进行类似于上面各种情形的计算.令人注3的事 实是： 保持由罗巴切夫斯 
基定义的 K 域不变的所有分式线性变换，必自动地表示了运动.因此证明了下面的 
论断 f 

定理 13.4. 罗巴切夫斯基度 M 的分式线性（正常的）运动群同构于 

a) 在庞加莱模型时的群 SU ( l ? l )/± l , 

b) 在克莱因模型时的群 SL ( 2 , R )/± 1 , 

<0群6切1，2)(准确地说，它的连通分支). 

定理的最后一个论断出自如下的 事实： 群 SO(l，2) 的单位元的连通分支是由保 
持上半伪球不变的 R 3 中运动组成（参看 §10.1). 

注 为了得到庞加莱模型的全部运动群还应在分式线性变换上加上复共範^ ^ 
芝(证然，它将单位圆盘映为自己 ； 从而给出度量 （19) 下的运动)， 

在克莱因模型中应加上变换 z ^ 它把上半平面变到自己，从而给出度量 
(20) 下的运动， 

推论群 SC/(1，1)/ 士 士 1和 50(1, 2) 中的连通分支都相互同构.(以 

适当坐标变换验证它!> 


3. 常曲率曲面 

设曲面的度量写为复形式为 d/ 2 = h { z , z ) dzd2 . 令 h = e *( 因为 h ( z , z ) > 0 ? 这是 
有意义的)，那么高斯曲率便有（公式(8),(1.5))形式 


K 


A^ y K = - 2 e~^ 


av 

dzdz 


(26) 


如果曲率 K 为常数，则我们得到了关于阙数 y 的方程（刘维尔方程) 


= - 2 Ke^ y 


0 2 ^ 

dzdz 




(27) 


定理 13.5. 度量为出 2 = h { z , z)dzdz R . 有常曲率 K 二 常数的曲面（局部）等 
距同构 T 

a ) 在 K > 0 时的球亂 

b ) if - K ^ O 时的欧氏平面， 

c ) 在 K < 0 时的罗巴切夫斯基 平面， 

证明由 （26) 我们有 


d_ 

dz 


警): 

d 3 ip 

d^Oz 


a 

dz 


o 2 y ? 

dzdz 


d^p d 2 (f 
dz dzdz 


d (d 2 ^ 1 

Wz i dz^ ~ 2 


m 


由此知 




) = « z 、 ， 其中⑺是一个解析函数.作复解析变换2 = f ( w) r 


我们彳导到 


/f(z. z) h(w , w) 


df 




^(w,w) = ^7(2, z) + ln ^； 


dw I 

df ^ , dj 

7 + In —, 
ciz dz 


在新变蚶下我们也有 

ow 2 

它的表达式 


l { 2 l \ 

2 \dw ) 


其中 々( w ) 为 w 的解析闲数，并得 




(f ) 2 


其中尸 = I . 可以选取函数兑使得函数变为 0 +为此需要解方程 


r 

下 


2 


(f) 


HIM) if) 


2 


(28) 


(在复变函数论中，此方程的左端被称为“施瓦茨导数 ”)®+ 

©本书 假定了此方程的可解性. 
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在进行这个变换后我们得到 


d 2 e ^ 2 
dw 2 = 

由干 e _ 时 2 为实的，我们也有 


0/2 


dw 2 




(29) 


8 2 c ~^ 2 
…細 2 — 


(30) 


由 （29) 和 （30) 得到 


〆 ♦ 

= aww + bw + 十 e 


其中 aj 为实的常数，6为踅数.我们得到度量形式 


dl 2 = h { z , z)dzdz 


dwdw 

{ minT ) 4 - bw + bw H - c ) 2 r 


(叫 


这个度量的曲率等于 K = 4( nc - 砧 )( 参肴公式 （2 G ) 的第一个).分式线性变换 


az + 

72 + d 


可以将形式 （31) 转变为 


AR ? dzd't 
(1+ ㈤ 2 ) 2 


h ) dzdz } 


4 R 2 dzdz 
(1 - \ z \ 2 ) 2 ' 


K =4( ac - bh ) - > 0; 

4 (ac — hh ) = 0 

K = 4 (ac - bb ) = - H 2 < 0 


我们得 到了球 面的，欧氏平面的和罗巴切夫斯基平面的度 fi . 定理得证 


习题 

13.1. 设度量为 

dl 2 ^ dx 2 4- f ( x ) dy ' 0 < f ( x ) < cjq . 
证明此度量 11 』转换为共形形式 d / 2 = p ( u , v )( du 2 -|- dv 2 ). 


§14 -作为 iV 维空间中的曲面变换群 

1+在单位元的邻域内的坐标 

考虑矩阵群 GL ( n ^), 其行列式不为零 

A = (a}) ? det {a\ )^0, ⑴ 

以 M { 7 h M ) 表示全部矩阵的空间，则条件 （1) 给出了此空间中的一个 阪域： 此空间是 
71 2 维线叶 空间. 因此整个线性群是线性空间 ir i 2 中的一个区域.矩阵的每个分量 

3 
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第二章曲面论 


作为空间 M ( n , U ) 的 坐标- 如果乂 = {<^),B = { b \) 为两个 n 阶矩阵，则它们的乘积 
C^AB 有形式 （7 = (4)， 


% 


4巧， 


i,j 二 1，2，+ - ■ , n . 


⑶ 


由公式 （2) 知道，两个矩阵积的坐_标通过每个因子的坐标以光滑函数（它是坐标的多 
项式）表达，换句话说，乘积规则山直积的光滑映射决定 


IR) x d(7i ， M) ■— 

其中 

我们在全体 n 阶矩阵的空间中引进欧氏度量： 

j^4| 2 = \ a j\ 2 ^ ^ — ( a j)' ⑶ 

r 

显然， 我们有 

\A + B \^\ A\^\Bl (4) 

度量 （3) 对于矩阵的积有下面的 性质： 

引理 14.1* 成立+等式 

\ AB \^\ A \\ B \. (5) 

证明 町由下面不等式推导出来 

[不等式⑹的 推导： - (' Y ' x - jyi ) 2 = - x 3 yi ) 2 ]. 引理证 完 +o 

我们将在单位矩阵1 e GL { nM ) 的邻域中建立其他方便的坐标系.考虑在整个 
矩阵空间中的单位球（无边缘的 )| X | < l^X = ( x \). 

引理 14.2, 如果 | X | < 1，则矩阵1 + X 可逆，即 


A - 1 + X e GL(n,R). 

证明 考虑由矩阵构成的级数 


& = 1 —JC + X 2 — x 3 + …. 

我们来证明此级數收敛.利用不等式 （4) 和（5)，我们有 

l^ m - n 1 + + ■■士 <|x^|[i + | 义 | + …+ [xi^- 1 






X 


⑺ 
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于是级数 （7) 的部分和序列在|叉| < 1时是个柯西序列，从而此级数收敛.同时 

AB={\ + ^)(1 - 叉 + X 2 — _X 3 + …） =1 ， B = 


引理证完， 

我们在群 GL(n^R) 的单位元的邻域 




| A - 1| < 1 (8) 

屮引进坐标.如果4 = ( aj ), 则矩阵 A 的坐标 g 等于 

" ^5 — 4(1) = 0， ⑼ 




i = j ， 


注类似地可以在以任意点执 e GL(n,R) 为中心的邻域中引进坐标.事实上， 
如果我们对此邻域中所有矩阵都乘以^ 1 ,则此邻域便转换为单位元的邻域，而在 
那里已经构建了坐标.形式地，这个过程可以这样给出 ：如果 C 二 1 = ( C J ), 则我 
们令 


Vj ( A ) - 4 a j - s h 


( 10 ) 


坐标? 4对于满足 


\a-b 0 \ <|e 0 | 


( i 0 


的矩阵 z 适用. 

因此我们对于群 GLin . R ), 在其任意点的邻域内都建立 f 局部坐标. 

回到 M ( n , R ) 巾原始的坐标系（即用矩阵的分量元)，不难证明在单位元，群 
GL ( n , R ) 的切空间恒同于所有 n 阶矩阵的空间.考虑曲线4 ⑴ e GLin ,^), 即依赖 
于参数 f 的矩阵族.假设此曲线在 t = 0时经过单位元，即 /1(D) - 1. 于是此曲线在 
^-0 时的切向量（速度向量）为矩阵 A ( t )\ t =0 . 反过来说，设 x 为任意矩阵.于是曲 
线 A ( t ) = 1 + fJc ： 在〖充分靠零时必落在中1显然有 

乂 (0) = 1, 乂⑼二 X ; 

这样便 K 明了所有在单位元切于群 GL ( n , W ) 的全体向量的集合完全等同于所有 
阶矩阵的集合. 

在 M 和§ 6 所考虑过的变换群都是在全体矩阵的空间中由方程给出来的，这样， 
行列式等于1的 n 阶矩阵群 SL ( n ， W ) 便是由一个方程给出的 


det A = L (12) 

I 

这是在所有矩阵的空间中的超曲面，它整个位于中+ 
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定理 14.1. (〜 R ) 是所有矩阵的空间中的非异曲面. 

证明我们先证明 i € SL ( n . U ) 是这个超曲面的非异点.为此只需证明（参看 
§7.2) 在这点的 SL ( n , R ) 的切空间正好有维数 W — 1即可.事实匕设 det /!⑴=1, 

并且 ^(0) = 1, ^ A ( t ) U ^ = X . 由行列式的微分法则 ； 我们有 


0 


志 (det A(ty}\ l=i] 


二 Tr X , 


其中 TV 表 示迹. 闪而 Tr X = 0 是 SL ( n , R ) 在点 1 的切空间的方程（不要忘记 5 雅 

_ 十 Ai 

可比矩阵 加: 在 d = 1处的 分置， 是这个方程的 系数， 其中 A 二 ( aj ). 闪此，我 


们证明了群在单位元处的切空间与迹为0的矩阵的集合等同+这样的矩阵 
的空间其维数等丁 ^ f 是此群的点1是 SL ( 7 i , R ) 的非异点 .进步 ， A 为 

群 SL ( n , R ) 中的任意点(我们称 SL ( nM ) 为么模矩阵群).对矩阵 S 的邻域中的所 

有矩阵乘以 r 是 b 变成/时它的邻域变成了 1的邻域.这个映射是光滑 
和非退化的， 从而 点月为非异.证完. □ 

基于研究群在单位元的切空间是在选里所使用的方法；我们也把它应用于其他 

的矩阵群，因此我们常常只证明对应曲而在点1的非舁性 .( 由定埋 14.1 的证明清楚 
表明这 Li 足够了 .；） 

现在来考察 n 阶正交 矩阵群 O ( n ). 它对应的 IT 2 中的 曲酣由 .. 1个方程组 给出: 


AA t = 1, A = (a)). (13) 

k 

在 ⑽ 的这些方程中显然有所重复，它们可由指标的置换得到.这样还剩下 

n(n + 1) 个方程.我们应该指出这个方程组的秩等于V _ — + 1 ) = ” 这 

1 2 2 

表明在群的单位元的切空间的维数等于 < n ~ l ) 我们来证明 0(n ) 在单位 

元的切空间与所有反称矩阵的空间 等同. 如果 A(t) e； 0(??,), A(0) - 1 为一 族] K 交矩 

阵， X [ ^ A ( t)\ i= . 0 ,m 0= 去 ( A ( t ) A . T ( t ))“ = X T -hX = 0( 参看 §o.3). 这是 0( n ) 
在单位兀处的切空间的方程；表明这些切向量与反称矩阵的空间相同.所有反称矩 

阵的空间的维数显然等于作为此空间的笛卡儿坐标可取为矩阵的分量巧， 
满足 z <几由此得到曲面 O ( n ) 的非异性. 


特别，作为 0{ n ) 的连通分支的群 SO { n ) 也是矩阵空间 HT 2 中的非异曲面. 

例 14.1. 考虑」维空间中的旋转群 SO {3). nj ■以取从解析儿何中知道的欧拉 
角作为这个非异曲面 t 的局部 坐标. 如果旋转将坐标系变为 （» W) (图 
I 7 ),则这个旋转可以以-串下面-:种形式的旋转 组成： 


§14. 作为 2 V 维空间中的曲面变换群 
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冰)绕 Z 轴旋转角 S 时1轴变为结点线 

b) 绕结点线旋转角汰2轴变为^轴1 

C) 绕〆轴旋转角 0. 结点线变为 /轴. 

也可在 SO (^) 卜引进其他的局部坐标.每个 旋转町 
以由决定旋转轴和旋转角而给出.轴可以如 
此 定向： 我们认定绕轴旋转角^是按逆时针力向进行的， 

因此每个旋转可以由向量斤 给山： 向量@的方向给出旋 
转轴，而模閘为旋转角.那么，群 ,90(3) 的任意点对 
应于二维空间中半径为 r 的球中的点，即向 M @的水端 
点. 由于旋转角 7 T 和角 -7 T 3:合 ； 则在此球的表而即半 
径为 a 的球时上，对径点映成了群 ,90(3) 中的同一个旋 
转. 

在这样的坐标系下此群的单位元是坐标原点.而在 
单位元的切空间同于=维向量空间. 

现在考虑复的情形 T 群 GL ( n , C) 是全体矩阵的空间 M ( n ， C ) 中的 K 域，而 
M〈％C) 为 n 2 维复空间从实的观点看，这是空间中的区域.群 SL ( nX ) 
为维数 n 2 - 1的复平 M (实维等于 2W - 2). 群 SL ( nX ) 在点1的切空间同样与迹 
为零的复矩阵的空间相合. 

现在再考虑丙群 U ( n ). 它在所有 n 阶复矩阵的空间由方程 

71 

户 < A ) 二 = 庐 ： At (4 )，或 AA t = 1 . (14) 



结点线 

图17 


给出. 

我们看到函数 tHA ) 并不是复解析的■笋 o . 闪此群 U ( n ) 不是复曲面.我 

d K 

们要证明它是非异的. 每个 /f 程产二和 在实的意义下给出了两个方程 

R e 户= S ' ] m = o . 


我们注意有等式 

户二户 7 : 

故方程户= 0和产 = 时等价.另外 ：1 m 严= 0. 于是方程产=1给出 

/唯一的矩阵 A 满足的实条件.从而得到 + ^^ = n 2 个不同的实方稈，需 

要证明群 U { n ) 在单位元的切空间有（实的）维数 !2 n 2 - u 2 = n ' 这个空间与所有 n 


®HP ( x ， y ) 平面与 { x \ y f ) 的交线,——译注, 



阶反埃尔米特矩阵的集合 重合； 即如下矩阵 


—— T 

X 


事实上，如果 AW e U { n ), A (0) = 1，则 


X 


(15) 


m ^ it ) 


dA 

dt 


X , 


—u 


dt 


⑷ T ) 


X - 




所有反埃尔米特矩阵的空间的维数等 H 2 . 其中的笛卡儿坐标为 jxlk = l r -- 
Re x^hn x l p 其中 i < 

行列式为 1 的酉矩阵的群 SU ( n ) 也由维数为0 -] 的非异实曲面表示.它在 
单位元的切空间等同于迹为0的所有反埃尔米特矩阵的空间+ 

例 14.2. 考虑群 SU ( 2 ). 我们在§11+3中看到^ SU { f 2 ) 屮的矩阼有形式 


a \ 2 + \b 


如果 a = x iy,b = u iv , 则方程 | a | 2 + |6| 
空间中的二维球面. 


给出了以 x , y , u , v 为坐标的四维 


2. 矩阵的指数映射 

设了为群 GL { n ,- R ) 的单位元处的切申间.枸造从此切空间到群本身的映射 


为 


ex ]) : T — ^ GL { n . I ^) 7 exp ( O ) 


exp X 


十 1 十 


引理 14*3* 


1) 级数 （17) 对所有矩阵 X 均收敛+ 

2 ) 如果矩阵 X 和 r 交换 : xf = r ' 则 

exp(X + y ) = (exp X)(exp Y ) 

3) 矩阵 A = exp X 可逆，且 


(16) 


(17) 


(18) 


A~ l = exp (— X ). 

4) ex . p [ X T ) = (exp X ) T . 

证明利用不等式 （ 4 ) 和 （5)， 对于级数 （17) 我们有 


〔19) 


X m X m +i 

jnl ^ (m -h 1)! 


\- k—l \ JC\ rn 

+ (m -h ^ - 1 )! < 77l\ + 


| X| T E 
(m + k - 1 )! 
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但对所有值 | X |， 级数 eW 收敛.闵此级数 （17) 的部分和序列是柯西序列，故此级 
数收敛，现在证明公式 (18). 利用矩阵 x 和 r 的可置换性得到 


exp X exp Y = 



♦, v 

E 


0 


ml 




(X^Yy n = exp(X^Y). 


公式（叫由 （18) 得到，这是因为矩阵 X 和-久= r 可交槪且 exp ⑼=1.论 
断 4) 显然成立. 

引理得证. □ 

设 G 为上面考虑过的矩阵群 （G = GL ( n , R ), 0 ( n ) M ( n ) 等等）中的某一个.又 
设 T 为群 G 在单位元处的切空间我们要证明映射 C x P 将 T 映到 G 内， 

引理 14 . 4 , 



1) 如果 G = SL ( n ， R )， 义 e r : 即 Tr X = 0,则 A 


= exp X e SL { n , U ), B |1 


2) 如果 （7 = o ⑻， X G r , 即 X 为反称矩阵，则^ = exp X e 0(70,即 d 
为止交矩阵. 

3 ) 如果 G = t / ㈤ ，义 S T ， 即 X 为反埃尔米特矩阵， 则乂 = exp X e U ( n) f 
即矩阵 A 为酉矩阵， 

证明设 Tr X = 0+考虑矩阵族 

乂⑷= exp ( t ,4) ? 


t 为参数.由引理 14. 3我们有 

4( 亡1 十 h ) = A ( ti ) A ( t 2 ) 

(矩阵与 f 2 X 可交 换). 如果/⑷= dct . 邱）=似啡狀)，则/% + t 2 ) = 
/( D /( 匕). 于是，/⑴= e u \ c 为常数 - 证 c = 0:我们有/⑴= dct exp ( tX ) = 

det(l + 认 + o ( t )) = 1 + iTV X + o ( t ). 如果 Tr 又 = 0 7 则 c = 立 j ㈣ =d 因此 
det ,4(0 = 1； 特別 det A = 1. 论断 1) 得证. ^ ^ 

设矩阵 X 为反 对称： 

= - JV + 

于是矩阵又和 X T 相互可换，设4 = exp X 干是由 于引理14 J 我们有 

aaT = ( CX P X)(gxp X} 1 ' exp(X + X r ) = 1, A e 0(n). 
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论断$得证. 

现弁:设矩阵 X 为反埃东米特的 


X T = -X 

(其中上面的横线表不复共轭)+设 d = exp 兄 T 是乂由引理 14.3 得到 

AA t = exp Xexp X T ― exp X exp X L = exp(X + X 1 ) = 1 ， A e U(n)^ 

引理证完. 口 

由引埋 14.4 也可得到 结论： 对于群 G = SO ( n ), SU ( n ) 來说，如果矩阵 X /十: T 
中，则指数 oxp X 也在 G 中+ 

引理 US. 存:坐标原点 （Eli M(n,U) 中的零矩阵）的某个邻域中映射 exp X 
是--对应的. 

证明 只需验证映射 exp 在点 0( 坐标原点）的雅可比不为岑即可.设 A = 
(a}) = exp X,X ^ (xj), 我们有 


加 f 
dxi 




其中的“…”表示那些在 X = 0时变成0的项.因此映射 exp 的雅可比矩阵具有形 


式 



: -0 


这是 v 阶的单位矩阵，从而引理得证. 


映射 exp 让我们可以在群的单位元的邻域中引进方便的局部 坐标： 以切空间 : T 
零点的邻域中的笛卡儿坐标4作为这里的坐标.对坐标#的显式公式为 


4(A) = (In 


(A - 1) - 


(乂一1) 2 , 04—1) 


3 


2 


3 


( 20 ) 


但整个映射 exp lil 能不是 -一 对应的（甚至也可能没有映满整个群参看习题 
14.3). 

注 考虑空间 T 中的通过坐标原点的直线，即矩阵族 （ X ， 为参数 T 那么矩阵族 
A(t) ^ exp(tX) 形 成一个单参數子群， 


A ( s ) A ( t ) ^ 物 + t )， ,4(0) = 1 5 


( 21 ) 


例 14.3. 在群 50(3) 中显然有绕任意轴旋转的单参数子群.我们注意到有 
4( 艺十 2 tt ) = A ( t ). 对于绕 2 轴的旋转有 


邓 ）= 


con t 
― sin t 



sin i 
cos t 
0 



0 0 
0 Oy 
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3. 四元数 

四元数的集合是形如下面的实系数的线性组合的全体集合 HL 


g G H 


a -\- bi^r cj -h dk ， 


( 22 ) 


其中 A : 是一贱线性独立的符号，在 M 中引人双线性乘积为 


ji 、 jk = i — — kj , ki j ^ — ik , i 2 二 j 2 = fc 2 = —1 ? 


(23) 


而 & = c = c / = 0 的四元数与所有其他四元数可交换，容舄验证具这样定义的乘法下 
的 M 成为一个可结合的实数域上的代数，但不是交换的.这个代数可以以矩阵形式 
表示. 

引理14,6 - 对于每个四元数 q ^ a ^ rbi ^ cj+dk 我们指定-个矩阵 A { q ) e 
M (2 X ), 其中 


A ( q ) 


a + M c + di 

— a — hi 


(其中为虚单位).于是宥 


㈣ 2 ) = A { q ] ) A ( q 2 ) 


注公式 （25) 表明映射4⑷为同态. 

证明只要对 g =： ij . k 导出 （25) 即可 t 我们有 


A ⑷ 


A01= -1 A{k)= \l 0 


现在不难推导出 


A ( i ) A ( j ) = A ( k ), 


等等, 


注常常称矩阵 


= ~ iA ( h )^ a y = — iA ( j) y ( j z — 


为泡利 ( Pauli ) 矩阵 i 这些矩阵满足 


= ^ = <7 x <jy 




我们在 M 中引人共轭运算 


(24) 


(25) 


(26) 


〔27) 


(28) 


a — bi — cj — dk 


其中 Q = dk . 


(29) 
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引理 14,7. 映射^ f 为代数 M 的反自同态，即 


gi + ^2 - +q 2 -. Q1Q2 = H- 

证明立 即可由 

物)= 

和映射 d h ^ 为矩阵代数 M ( 2 , C ) 的反自同态得到结果. 
我们定义四元数的模 | g | V 为 


q \ 2 = qq — 1> 2 ^ ^ 3 , 


_ 

(31) 
□ 

(32) 


其中 q = ahicj - dk . 

引理 14.8. 四元数全体 M 构成一个 “ 除环”（“非交换域，1它表示对每个非零 
四元数 A _ 0,有-个确定的逆四元数厂 1 ，使得 

利 — 1 = 1 . 


证明可令 


于是卯 — 1 ^ qqM 2 = 1, 

直接计算指出 

K = det A ⑷; 

因而模有性质 

M2| 2 = ki| 2 |g2| 2 . 


(33) 


(34) 

(35) 


模为1的四元数的全体记做 IHh . 由 （35) 知此軋在乘法下为群，又由 （33) 得 
到：如果 y e JHIi 贝!] $ 

在具坐标 ( a t b ， c ， d ) 的四维空间 E 4 中，是个超曲面，它满足方程 


y+6 2 十 c 2 +d 2 = |g| 2 = l ‘ 


(36) 


因此 蟖 与舻中的单位二维球面等同.我们还注意到，如果 g = a + + 十啤 1 = 

| g | 2 , 且 r = a + M，y = c + c ^ 则 ㈣2 十 | y | 2 = 且矩阵 A{q) 有形式 


4(g) = 


/ a -\-bi 

y - C + di 



(37) 


于是（参看§11. 3 )群 Hi 同构于群 SU {2). 

我们在 §13.2 巾看到球面旋转群 SO ( S ) 同构于商群心0(3) 2 SU (2 )f ± 1. 我们 
将再给出一个方法来证明它. 

设 Ho 为满足无= - 1的四元数^的〒维空间，在此空间中用公式 |： r | 2 - 
给出度 S . 显然这个空间是欧几里得的. 
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引理 14.9. 如果 | r /| 2 = l , 则变换 

a ^'. x ^ qxq -1 , ar £ Mq , (38) 

为三维欧氏空间皿 0 =舻的旋转， 

证明因为 -xJi = q ~\ 故而 qxq - 1 = q 1 ^ = —例、 这样，在变换％ 
下=维空间变到自己.另外， l ^' 1 ] = 即其保持巾向量 K 度不变.引理 
证完. □ 

于是，映射 a q 为群恥^ SU ( 2 ) 到-:维空间㈣的旋转群的同态.容易 
证明，这个同态的像为整个旋转群，以及二％，还有 亊实： 如果 = %，则 
gi = ± Q 2 - 由此得到了 6^0(3) - SU ( 2 ) / ± 1 , 

再举个例子，我们要建立群同构 5 X 7(2) x SU(2) / ± 1 - 50(4). 设 e ^ 
SU(2). 那么映射 

a p ^ q : x i - h . pxq -1 , ^ € H = E 4 . (39) 

保持四元数 x 的模平方不变，从而是四维空问 H 的正交变换（使坐标原点保持不动), 
那么 ， 映射（/^) h 是 SU {2) x 汾/⑵到 0(4) 的同态. W 为这个映射使核由偶 
对（1， 1), (-1， -1)( 因 a_^,_ y - a Pi ,) 组成 ； 故有单同态 SU {2) K 57/(2)/ 士 1 — 0(4). 
由于群 ^(2) x SU (2 )i ± 1的连通性，映射 ( p , q ) ^ a fMJ 的像在群 SO (4) 中（在连 
续映射〔39)下连通集的像集为连通集). 

现在考虑 n 维四元数空间 IHT , 其基为四元数坐标为 V , . , 有 
一个重要的事实：任意四元数 q ^ a ^ bi ^ cj ^ dk 可以表示为如下形式： 

q = x + yj = X + jij ， X = a + bi , y = c + di , (40) 

其中 $ 和 y 可以简单地看作是复数.如果 u +七 为另一个四元数,则有下而 等式： 

{x + yj){u + vj) = (；r + yj)(u-\-jv) = {xu - yv) -h {xv 4 - yu)j. (41) 

现在空间，可以看作为 2n 维复空间 C 2 ' 其基为 ei ，… .e n Je lr - Je n] 复坐标 
为 -r 1 , - … 其屮 =x k -h y k j. 事实 t ， 利用表达式 (40 ) 我们得到 

二 x k e k -h y k jcb = x k c k + y k {je k ). (42) 

设 GL ( n , M ) 为空间 ET 的可逆线性变换群， 每个变换 /I e GL ( n , M ) 由矩阵 （ Af ) 给 
出，其中 Af e H，W = 1,…这时四元数坐标 q \... ；g » 按规律 

9 k ^ = Q tk (43) 

变换（这里因子的次序是很重要的)，利用等式 （41) 我们得到复坐标变换的 规则： 

x k ^{x l af-y r b^)=x /k . 
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第二章曲面论 


y k ^( r l h ^ y l at ) = y f \ (44) 

Af = 4 + hlj. 

因此，空间 it 的每个 e 线性变换由相应的空间的复线性变换给出.我们得到 
了群同态 

c : GL(n,H) ^ GL(27t，C)， (45) 

同时由 （44) 知道，如果 A =A-h Bj, IJlij 



注类似于§11.1，同态 c 的像可以确定为所有与乘以 j 的算子 J 交换的复矩 
阵，即 J = c(f), 

我们令 n n 

旧 2 二 S = 梦，卜 ^ (47) 

k=l k^l 

来定义 EP 中的二次型如果 q^x + yj^m \ g \ 2 ^ } x \^ \ y \\ 在复坐标 
下 g k = x k ^ y k j , 那么形式 （47) 便等同于标准的向量模的平方 


I ^ i^r = X ^々 i 2 + ZVi 2 _ (48) 

对应的中的类似的埃东米特形式便有形式 

n 

(《1， ?2 }ltE >二 Qi ^2 J = ^1 ) ?2 — ^2 e fc - (49) 

fe= i 

定义 14,1. 称所有保持形式 （49) 不变的四元数变换的集合为辛群 ; 记为 S V ( n ). 
在复坐标下形式 （4$ 表达为 

n 

乂 ! 2)H = + y^j ) 

fc=l 


= 22( xf 琏十 yM ) + [(yM - x 城) j + (50) 

k k 

设 7l e Sp ( n ), 由公式⑽）知道 yl 保持埃尔米特形式冗 (X ㈣ +M 适） = 

k 

不变和反称形式 L(y 卜纟- X k ' y $ 不变.于是 c ( Sp ( n )} 包含在 l /(2 n } 中由空间 C 2 ™ 

k 

中保持反称形式 Y ,( yi x 2 -辦) 不变的两变换组成. 

k 
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例 14.4* 群办⑴同构于 SU {2 ), 事实上 C U {2), 此时 c ( Sp { l )) 中的 
矩阵保持了 PlX2 - xm 不变，即保持了复平行四边形的“面积”，此四边形由向量 


(〜, yi ) 和（私砂）张成.由于 c ( Sp ( l )) 的矩阵有形式 


h 


, \ a \ 2 ^ \ b \ 2 = 1,我 


们所得到的这个结果与上面得到的 一样， 这是 SU (2) 中矩阵的同一形式（见 §1 L 2). 


习题 


14.1. 

14*2. 

14,3. 

14*4. 

14.5. 


证明群 GL ( n ,€), U ( n ) t Sp ( n ) 的连通性（参看各仆 
证明对任意矩阵成立公式： det(exp X ) = e Tr x . 

证明对 SL (2, R ) 指数映射的像不是整个群+ 

描述群 U ( n ), SU ( n } 7 SO ( p , q ), SU ^ q ) 在单位元的切空间的结构 
找出 SL (2, M ) 中所有单参数子群. 


§15. 高维欧氏空间和伪欧氏空间的共形变换 

设在，中的区域 f / 上给出了两个度量利^^空间的坐标为土 …， A 
如果 o .) = 7^ 0, 我们则说这两个矩阵定义了同一个共形结构. 

更一般地，等价于给定度量卿的度量 ； 用坐标变换^二 x ( yl 就得到度量乘以 
数值函数 

定义 15.1. 具度童的区域 V 到自身的映射 w U — U 被称做共形度量 

firjk 

是说，如果度量= 0 ^^-^ 与原来的度量成比例 

9^0 = h a = X(x). 


9、 


进一步考虑 K rt 中 ( p , q ) 型度量的伪欧氏空间，其度量为 = g aa S a( 

= ±1. 我们特别感兴趣的是具正定度量的欧氐空间和闵可夫斯基空间: 


一 1 


这些空间的共形变换里有线性的变换 
类别（参看 §4,6): 

a ) 运动：群 0( p ; g ) 7 A ( ar ) 三 1; 

b ) 伸缩， 


显然， 线性的共形变换可归结为下列的 


A . r , A =常数; 


c ) 运动和伸缩的组合， 


A e 0{ p 7 q) i A = 常数. 


除此之外还有平移 （也 是运动) 


X ^ X Xq. 


这是些“显然的”共形变換.在它们之外还有被称为反演的变换: 


d) 反演， 



其中（,〉为内积 



- XQ,X - Xq) = (.T tV - X^)(x P - xgKx). 

我们应留意，映射⑴在点抑没有 定义； 为了消除这个不确定性，可以在 R 〃上 
添加无穷远处的点，作 为点抑 的像. 

我们断言反演确是共形变换.为此我们以& 表乐 X 在反演下的像.令^ 
我们得到 

X ](^) 2 = {x- X 0 ,x -x 0 }~\ 

0=1 

于是 

"EOT 0 + 

此计算 ^ 得到了 的表达式，它的共形因子为 

H x ) = - Xo , x - x Q ) 2 . (2) 


当 n = 1时所有变换为共形的. 

^ n = 2 时有许多共形变换，它们由任意一个复解析函数所定义（参看引理 

12,4) + 

当71 > 2时的'清形则不…样.有 定理： 

定理 1 S.!L (刘维尔）任意光滑（要求所给映射的函数至少有四阶的连续导数⑦) 

共形变換，如果定义在维数 r $3 的空间的欧氏（伪欧氏）区域上，则必是运动， 
伸缩和反演的复合， 

证明我们给出^ = 3情形的证明， 

在证明中欧氏和伪欧氏的情形在本质上没有差别.故而我们将只证通常欧氏度 
量的情形■设/ = uK . … , x n ), 为从 IK 域17 cJ ^ 71 到区域1/ c UT " 的映射.（可以 
将此映射当作为在区域 a 中引进了新的坐标 .） 不失一般性，可以设点 O = (0,…， 0) 

在两个区域 t/,K 中且# (0) ; a 共形性意味着矩阵4 =( 咕）= ( j ^ j 是在 

际七定^更少的光滑性下也成立，但我们不用它. 
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每点 X eu 上的线性共形变换的矩阵.换句 话说， 对于办 
dy a = 我们有 

\ dy \ = X ( x)\dx 


( dx Q )，dy = 或 


(3) 


设为三个向童，它们两两 正交: 〈中，％〉= o，i 一 j . 我们于是有 


{ ViyVj ) = 0 = A %〉， ^ 7^ J ) 


⑷ 


它对所有点 xeU 成立，而且 d = A ( x ) 
k,j ^ k 的方向微分，我们得到 

Q 

0 = W ⑥咖為 〉 




dy ^ 

dx ^ 


.对⑷作对第三个向量 r/kyi ^ 


0 2 y 


r ^ h dx ^ dx ^^ Ar}j ) 十 ( Arh ， v ^ dx ^ dx ^ 


(5) 


循环交换指数 （ UJ ), 我们由 （5) 得出 H 个等式.从其中两个联立计算第三个，我们 
得到了 

, T . , , . /a v 

⑹ 


dx ^ dx ^ 


说也 At } 3 ) = 0 


(可对指标1，2,3进行置换). 


因此，如果向量仍 TK 交于 向量％ 和如，则向量 


d 2 y 


dx ^ dx ^ 


vivi 正交于向量/你 


由于 n 二 3,我们便有 : T 

d I2 y 


dx ^ dx ^ 


V1V2 = -h l^(x)(At} 2 )^ 


由定义知系数 M 和 p 有形式 




I 制 2 \dxsh ^ 也 ’ 


⑺ 


u 


d 么 y 


At ) 2 \ 2 \dx^Qx^ 


r\lr)l,Ar) 


2 


另外，由 （ 3 ) 知 I ^ i ^ a 2 ^)!^! 2 , 因而 




A 2 |^| 2 

1 ox 

X^dTo 



d 


^{ A Vu A Vl ) 


1 ^ 


⑻ 


( 9 ) 


以 A ⑻除⑼并利用 （ S )， 我们得到 


d 2 

dx^dx^ 


( PVVi ^) 


d 2 p 

dx^dx^ 


V2 


( 10 ) 


其中 x / I 按第 =： 个向量仍的方向微分 （10) 得到 


^{ py ) 

dx^dxPdx 5 


m V2 


d 2 p 

dx ^ dx ^ 


rf(ri ) 匈 3 + ( 应 ) y - 


( 11 ) 


这个等式两端的项对于的置换对称.因而中间一项应该是对称的 




d 2 p 

dx ^ dx ^ 


vlvi) A W 


( 12 ) 


芮为 # 0, Am # 0 和 A 仍/ 0( 我们设定了从坐标 i 到坐标 y 的变换的雅可比 
不为零)，得到了 

( 13 ) 

因此，在任意-对正交向 _M .[_ 双线性形式 （13) 化为零.于是它的矩阵以一个比例因 
子 a [>) 正比于某个度量 


(13) 


护 P 

dx ^ dx 5 


a ( x ) g ^ s - 


我们要证明=常数+设&为任意一个向量.微分 （14) 我们有 


d^p 

dx^dx^dx^ 





( Us ) 


互换 6 和6,并将得到的等式相减便有 


da 

dx° 


?r Us 



Us 


由对所有向董&的这些等式便得到 o =常数.最后我们有 

d 2 p 

d ^ a ^ = 啊， 


(14) 


(15) 


(16) 


(17) 


常数， 


yMp } = - f J ： o \ 2 H - bi , «1 为常数 


对于逆映射 2 •- .7；^), 同样是共形的（共形因子为_1_) ? 我们有 

入⑻ 


7 W ) 


«2|^ - Vo [ 2 +匕，02^2 =常数, 


⑽ 



由 （17) 和 (18) 得出 
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( fi l 1^ — 4- ^l){^2\y — Vo\ 2 + ^2) — 1- (19) 

因为 WO ) = 0,故 x Q = po = fi . 由此得到共形映射把任意球而变成球而. 

考虑球面族 W = /£. W 为贞0) = 0,射线 （ Oj ) 变到射线⑼它与共形映射 
保持曲线之间夹角不变 相关： 垂直于中心在坐标原点的 （/ 中球面上每点的线段（射 
线）变成了 V 中的曲线，它也垂直于整个球面 .） 另外，如果以参数 r 使线段（0,参 
数化, Ogra ， 则 



选取 t 为线段 (0^) 上的自然参数，我们有 

f x dr 广 I dr ,, 

|y| = l 7=x^l ( 20 ) 

如果⑴ # 0 和卜 # 0, 则这个积分给出了关于上限的起越函数 1 它与 （19) 矛盾.这 
表明或是化二0,或是 h =0. 

ai =0的情形.于是 A =常数.这是运动和伸缩的结合+ 

心= 0的情形（这时 q _ 0 ). 运用 z * = xj \ x \^ 我们把这个情形化为 h 面的情 
形，因为我们有 H = 1/|斗 

对于欧几里得度量及77 = 3,定理得证. n 

留意一下，在证明中我们并没有用到度量的欧几里得性质1因此定 理对 〃 = 3 
时的伪欧氏度量也成立.对于«>3情形的 证明， 其变动并不大.维数只用于_二:个正 
交_ ( vuv 2, m ) 的等式⑺. 

习题 15,1. 证明对维数 n ^3 时的⑺. 

有/这个习题后，定理便由进一步计算自动地对于任意的^都成立. 

我们对欧氏或非欧氏空间中的 W 域定义了共形变换.而实际上，反演有奇点^ = 
在此映射下（相对 f 欧氏度量）它变为 do , 而在伪欧氐情形.由方程 （2 ) 可明显 
看出奇点集合为 

{x ― Xo , X — 0；0〉= 0， 

即通过点办的光锥， 

我们还看到，对于所有相差了，个因子 A (^) 的度量共形变换群是相同的. 
因此我们4以在具黎曼度量的任意空间上对共形变换进行法化，使它共形等价于在 
欧氏坐标下的欧氏度量^^ = A ⑻心义 特别 ，由方程 


= 1 
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给出的 n 维球面的度量共形等价于在其他某个坐标下的欧氏度量.当 n ^ 2 
时，在卯中已经给出了这样的坐标.在共形等价于球面（除去上而的极点）的任意 
维的空间中， 像 n = 2 的情形那样，引进到平面 ㈡ 1 ，… 〆 0上的球极投影 7 并以 
T 1 ，表示.这时的度量有形式（参看§9中 n = 2的情形）为 

R 4 

^ = 9( x )^aPy 9(^) — / d2 I t 2\2 ， / 91 \ 

厂咖…观匕：“数. (21) 


在这个坐标 （ xV .. 下我们可以考虑刘维尔定理中得到的所有共形变换：这些 
是群 O ( n ) 中的变换，平移， — R ' 伸缩和反演，还有它们的复合. 

另一方面，在球面上存在它的运动群 0(71 + 1). 我们进一步将球面看作球 
t^l < R 的边缘6^二 do ^\ 在其上的坐标…下定义了罗巴切夫斯基度 
量（见 §10) 

=( 丑 2 — r 2)2 ^ = D?) 2 < R 2 ' (22) 

在球上罗巴切夫斯基度量的变换群为 0( l，n + 1)，这个群比群 0( n 十 1) 更 
大 :0 (u + C 0(1,77+1). 罗巴切夫斯 基空间町以实现为闵可夫斯基空间中 
的曲面，在此空间中的坐标为{ V 3 ，…，^ 1 ), 度量为 

U •十1 

dl 2 ; ( dz ° f - y ^( dz a ) 2 . (23) 

罗巴切夫斯基空间 Z -+ 1 以方程 

( z °) 2 - J 2( z a ) 2 = l (24) 

<1 = 1 


表出，在坐标« +，■ ,^ n+1 ) 与坐标«■■ ■,，）之间的关联（参看 （1 CL 6), 其中 M = 

UyX 1 = V.Z 1 = Xy 之 2 = y ) 为 


2 R 2 x a - ] 
R 2 -r 2 1 


a = 1，… ,^ 4 1, 




于是成立下面的论断： 

定理 I 5 , 2 .洛伦兹群 0(1 ,n + l ) 在罗巴切夫斯基空间 1 /…上的作用产生了 
在 V 上的作用 （例机 如果 L -+ 1 表现为边界是 W 的球 P + i , 并有度量 （22))+ 
所有这些变换在球面以 1 t 的标准度量 （21) 下都为共形 f 并且没有奇点，还包含 
了那些基本变换.这表明或 R ") 的所有共形变换群因而问构于0(1， n 十 1). 
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为此必须比较肢"的平移，伸缩和反演与群 0(1 ，打十 1) 或 0 ( 71 ^ 1 , 1 ) 中的变换, 

所有这些变换在 n = 1时已有表示，它在计算上是极其简 单的： 


平移 (：r ^ x H - a ) ^ 



0 

2 

•a e Q ( 2 A ), 



伸缩 (a h ± Xx ^ \> 0 ) ^ 


/A 2 + l 
2A 
0 


0 


土 1 



A 2 -1\ 

2A 

0 G 0(2,1)， 

X J + 1 

2A / 


反演 (: ch 




: U’” ‘ 



这些变换在球面 W 上均共形，并生成/整个群 0(2,1). 

习题 1 S . 2 , 以类似的方式证明空间 R ? 的共形变换群同构于群 0( n / 斗一般 

地，空间的共形变换构成了群+ 1). 特别，对于闵可夫斯基空间 Rf ， 
其共形变换群同构于 0(4, 2). 

注労外，可以证明群0( 4 , 2 )局部同枸于群 311 ( 2 , 2 ). 我们不再构造这个同构 
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§16. 张量的例子 

我们已经习惯于把许多量以空间中点的数值函数来表示，例如一个点到某个固 
定中心的距离等等.如果我们有了某狴这样的量 ； 那么我们便有了某个点的函数了 
(或者说是点的向量 函数： )+ 在-」维空间中，为了完全描述出空间中点的位置至少需要 
知遒三个数值 函数， 即称为点的坐标 （ W〆 )； 每个坐标 f 是点的函数，而集合 
( xw ) 则完全确定 r 这个点+我们遇到过各种类型的坐标，譬如在平面上的笛卡 
儿坐标 x 1 , X 2 , 极坐标其中 a 1 = /'cos = rsin (p: 在空间中有笛卡儿坐标, 
柱面坐标以及球面坐标 r \ S , ip . 

于是，坐标是点的这样一个数值函数组，它完全确定 r 此点在空间中的位置.同 
样地,对于_ -个物理系统，我们称完全确定此系统的状态的这种数值函数组为它的坐 
标（系统的状态即系统"所有耵能状态的空间”中的点).例如运动的质点的坐标由 
6个数决定： 3个坐标及速度向量的3个 分量； 在这里我们便有 f 状态的6维空间. 

然而我们发现：点的数值函数或者这些 函数的 集合的概念仍是不充分的.问题 
在于许多几何和物理量只在空间中已经给出了某个坐标组之后才能以数 
值函数组的形式来 描述； 如果我们有了另外的坐标 

= x l {z v ,z 2 , 々 )， i ^ 1,2, 3 , 

那么这些量的数值插述可能会有很大的变化.为了解释清楚这种坷能性，让我们考 
虑向量的概念，例如，沿着某条曲线运动的速度向量，曲线为 


邱 )， j 二 l '2,3. 
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在坐标下速度向最的分景为 

dz l dz 2 dz 3 
dt di ^ dt 


W ; f) 


tv 


在另一组坐标下这同一条曲线町写为 

/ = 外 1 ⑴ 〆⑴/⑴ ） = a 

我们得到这同一向量的另-组分 S 


⑴， k W 


dx 1 dx } dx z 

dt dt 1 dt 


(eW) 


其中 


dx 1 

di 


E 


dx 7 dz^ 
dz ^ dt 1 


1 , 2 ? 3 . 


于是对此向•量的分量我们在坐标变换下有其数值形式的变换公式 






1 , 2 , 3 ; 


X 1 = X Z {z l . z 2 , z 3 ); 


(1) 


这里的为此向量在所给点上以坐标 w ,#/ 3 表示的分量，而 VW 为 
同一点在坐标下此向量的分量. 

在坐标变换下改变的数值表达式的数量类中，张最是最重要的一个.向量是最简 
单和最直观的张量的例子. 当然， 标量是张量的平凡的例子，它在坐标变換下不变. 
在引进张量的准确的数学概念前,我们考虑另外一些曾多次遇见过的那些例子, 

1- 数值函数的梯度 

iF _ 像我们已习惯于谈及和想到的那样，在笛儿坐标^ Wd 下数值函数 f ( x \ 
x \ x ^) 的梯度是个向量，其分量为 


gra,d / 


df Of 

dx 1 ’ dx 2? 


aw). 


让我们看一看，在另外坐标下同一函数的张量是如何表现的，其中 


(AA#) 


(^)y 七 = 1 ， 2, 3. 


我们有 


grad f ( x 1 ( z ), x 2 ( z ), x ： i ( z )) = (HJ 


dz^Oz'^ Oz^ 


{vi.m.vs) 
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dz i 


E 


df 3o^ 
d.rJ dz i 


i = L2i3_ 


因而我们的答案是 



( 2 ) 


这里的 a ( 2 ， f 3 为在坐标下这个函数的梯度分董，仍，％，％则是在坐标 

下的梯度分量 t 

现在比较曲线的速度向量和闲数的梯度的数值表达式的变換公式. 


速度向量： c -^ 2 ^ 


- dx 


dzi 


梯度： 


dx J 

dz l 


这是些不同的公式！ 

为了比较这两个公式，我们引进雅可比矩阵 a = «.) ; 其中< =和转置矩 

阵 f 心，其中碌= 4 

对于向量 f 和 q 我们把公式⑴和⑵重写为形式 


i = At ] (速度向量)， 


(1') 


(梯度) ■ 

如果矩阵有逆我们则可重写公式 （ 2 ) 7 ( f ) 为 


(20 


( A T )- 】 r? = (f )_W = f, 


^ = ( AT )~ J v (或。=乞 


Vj 


dz j 

dx i 


⑶ 


在什么情形下速度向 量和函 数的梯 度当由 坐标系^变到坐标 z 时的变换规律相同? 
由公式 （1),(2) 和 （3) 我们得到 


^ = A V (速度向量)， 

€ = (4 T )- S ( 函数的 禅度) + 

最后的结论基，为了使变换 （1) 和相重合必须使矩阵 相等: 

A = (>1 T ) 一 1 或者 A t A = 1 , 
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即 A = hj ) = 为正交矩阵（参看 §4) i ( 附 带给个评注：使得在每点的雅可比 

矩阵4 为正交的坐标变换 I = 是个线性的正交变换 d =常数矩阵0 

因此，在坐标变换下函数的梯度与速度向量的变化不同.这是另一种向量形式, 
我们称之为“余向量”以 K 別于速度向量. 


2. 黎曼度量 

像已经说过的那样 7 在给出坐标 ■， W ) 的 n 维空间中度量概念（诸如长 
度，角度）借助于数组知㈤^ = V. /给出•按定义 ； 曲线的长度 

由公式 & 

1 ^ J ⑴)“仙 ⑷ 

定义，其中士 =备且二次型 Em 种 正定.这是一个定义于在每个所给点㈤= 

( V ,上的“速度向量’型向量上的二次型，它依赖于点，我们称阳为黎曼度 
量.在坐标变换 


— x^z 1 , • • * ， z n ), i = ]，， h 

下的曲线的长度公式有 T 形式 


1 ^ J ^^ 2 : ( z ⑼抑 dt , 

其中 ■■- 7 z n ( t )) 7 同时度 量分董 的变换规律的形式为 


9iji z ) = 


X) 伽 ㈤ 


dx h dx l 

~ d 7 d ^ 


⑸ 


因此 7 向量的二次型按规律 （5) 变化.这也是张量的一种形式 〔称之为2 阶张量 J . 
于是，我们已经有了几种类型的 张量： 

a ) 标量（不变化)， 

b ) 向量（桉规则 （1) 变化) 7 

c ) 余向量（按规则 （2) 变化)， 

d ) 黎曼度量（按规则 （5) 变化). 

我们记起在所给坐标（ 〆 ，■■■，: r n ) 下黎曼度量对于定义在所给点上的长度概念 
是不可少的：如果在点 : r = (rV • ■ 给出向量< = ( f 1 ， …则长度的平方等 

于特别，它用于参数化的曲线的速度向量上，以将曲线的长度定义为 
速度向量长度的积分. 
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对于在坐标变换下度量分毡的变化规则（ 5 )能唯 t 地从向量分量的规则⑴和 
明显的一种要求得出，这个要求是要使得曲线的按度不依赖 丁进 行这个 i 十算的坐标I 
曲线的真正 K 度是速度向量长度按时间的积分.因此必须使速度向量长度平方 


W 2 = 

不依赖于坐标的 选取. 由此要求以及由对向量的公式 （ i \ 我们得到对度量 （ fe ) 的 
分量的变化规律 

a . 如果我们希 M 定义出按规律⑺(或 （3)) 变化的余向量长度平方的不变概念, 
我们则应该引进分量 ( g ^ 并令 

1^1 2 = (于点 f = (6, ■义 n ). 

在变换/ = /㈤，《=1， h = 忌 (■墨下 ，我们得到下面的变换规则 

J - 1 




- 


k、l 


dx k dx l 


⑹ 


度将小依赖于坐标的选取 


ivi 2 n 2 = jy 、％ = jyk 屯 

这里 ^ = (Cl, ■ ■ 1 I^n ) 是在坐标 . T 1 , - ■ 7 X iL 下在点⑻的佘向量的记号= [ Vu , 
Vn ) 为在同一点上同一余向畺的记号，但是是在坐标 S' …，#下的. ’ 

变换规律⑹又给出了一种张量类型 （2 阶). 

4 .最后应该分析一下仍然缺失的-个二阶张量类型，即向量的线性 算子. 

假设在： H 坐标 X 1 , ■ ■ 的空间中的每个点 t 给出了矩阵 （ y ») = yl ^), 它在 

每点 r 定义了向量的线性变换.这个线性变换4卜）有形式 n =炎. 

其中 ^ 


I ， 

j=l 

其中 f = ( S ' ■ ■ D 为在点 x 的向 ft . 

这个同--的矩阵定义了余向量的线性变换其公式为 " = 其中 


⑺ 


Vj 


h 


⑻ 


在坐标变换/ = x l ( z \-^ , z n ) 下由公式 0) T ( 7 ) 可得出矩阵4的分量按 /I 


A 


(a；) 的规则 变化: 


dz j k Ox 1 
dx k a{f dz ^ 


⑻ 
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其中 


{ z ). z ^ =： ¥•⑷和 ^( x ( z )) = 2 1 ； :: r 是 




k 


dx k dz^ 


0 


i = j ， 

以 j - 


对于余向 量我们 可将公式 （2) 重写为 


^ = ^2 % 


dz ^ 

dx l 


这是因为有 


V ~ ^ ^ 

Bx ^ dz ^ k 


现在把向量，余向量和所有上述=:类 2 阶张量形式的变换规则集中列于下面 

变化规则： 

1. 标量⑴阶张量 h 不变化. 

1阶张量： 

2 . 向量< =(速度向量 型)； 变换公式为 


e J 


韻' 


3. 余向景€二治)(函数梯度 型)； 变换公式为 


心 = 


Bx i 


2阶张量： 

4,向董的内积 


变換公式为 


9ij 


Yi ^- 


k，i 


dx k dx l 
dz l dz ^' 


5. 余向量的内积变换公式为 


r 


kt 


kj 


dz z dz^ 
dx k dx^ * 


6. 向量（余向量）的线性算子 4 = ( a )): 变换公式为 


，3 


E 

kj 


dx l dz { 
c? 2 J dx k 


在这里…，尸)‘心(^，…另外 




♦ %* 

E 

jfc=i 


dz l dx k 
dx k dzJ 


(心 




))= 2 J ； 
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§17. 张量的一般定义 


1,任意阶张置的分置的变换规律 

在上一节中我们分析了 阶张量 （向 量利佘 向量）和 2 阶张量（向量的二次型 
g 小 余向量的二次型和线性变换即算子 
现在我们可以给出具任意阶的张量的定义. 

定义 17.1. 我们称对任意一个坐标系给出的数组 T ； l ；；；^ 为 P + 
阶的 ( p , r Y ) 型张量（张量场)是说这呰数值记号按下面的规则依赖于坐系：如 
果 V = / « … , z Tt ), z j = … . x ^ y . zixiz )) = Z , 则有公式 



= J 1 



dx 1 ^ dz h 
dz k v dx^ 1 


dz 1 ^ 

dx ^ 


⑴ 


这里的是此张董在坐标下的数值记号（分量) ； 而 T ； l ；；；^ 为在坐标 
(^)下的数值记号1 H 

指标 （&■■+ ，‘九…士）和 …山） 在1到 7 Y 间变化（迭是在 U 
维空间中的张量). 

因此： 

速度是 (1,0) 沏张量， 

佘向量是(0 ? 1)型张错， 

向量的二次型是 (0,2) 型张量， 

余向量的二次型是 (2,0) 型张量， 

向量或佘向 S 的线性算子是(1 ; 1)型张童. 

定理 17丄 分 S 可以通过 O : 由下面的公式表出 


•• • fcp 
^1 • • 'iq 


E 

( i )， ⑴ 



dz kl dz k ^ dx j ^ 


••氕 dx 《 


dx { p dz l 


dx ^ 

dz l * 


( 2 ) 


证明 

我们要利用下面的关系式 


E 


dx l dz 3 


dx k 


^ I ： 


dz k dx^ 

dx ^ dz ^ 




它是由变换 : r = x { z ) 和 z = z ( x ) 互 逆得到，即 


x l (z(x)) = x l ; z Q (x(z)) = z q i 

考虑关系式⑴为右端是 o 而未知量是 o 的线性方程.解此方程必 

| f S 


会得 到⑵. 




. 张 景的一 般定义 
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k = ( A - 1? - - - . f h v )\ r ^ ( r 2l ■ - - , r p ). 

故而变成了关系⑵.定理证完， □ 

我们列出张量的最简单的性质， 

在空间的任意给定点上张量构成了线性空间：如果 r = 

为 ( p , q ) 型张量，亍是它们的线性组合 XT + fiS = U 在同一点上也 i ( p ^) aVj 4 

董，其中分量 O + 必须指出，张量是从属于点的一个对象， 

而不存在从属于不_点的张量如加法规 

在 n 维空间中的 ( p , q ) m (在一点上的）张董的线空间 7 其维数等于如 
果在坐标系为化 1 , . ■ ，#)的维空间中基坐标向量以〜… ，〜 表示，而基余向 
量¥ e 1 ， …， e ' 则任意张量可方便地从形式上写为下列 形状： 

向量卜(例如 = 

余向量 ^ = y ^ Ai ei (例如， grad / = , 

二次型 ( gij ) = y ^9 ije 7 ® e ) (对向量)， 

I _ 

二次型 （ p ) = @ ■佘向 量)， 

l，j 

线性算子 A — ® eK 

• I 

ii .； 

任一个张量 T = ( T ^；；；； l } 可以写成 




( 3 ) 
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值得注意的是，在这些记号中指标的顺序是重要的：不能交换位置，譬如说而 ，和 \ 
等等， 

W 此，在空间中点⑷的 feg ) 型张量的线性空间中的基具畚形状 


• • 

0 …0 〜 ® d 1 ® ® 5 


⑷ 


其巾独立地取值于1，.，％因而基由个元构成.在坐标变换， r 1 = 

W ) 下我们过渡到从属于同一点的张景的线性空间的另一组基，即在所给 
点上与坐标向 * 系$相关联的基. 

在空间屮所给点上这些由一个到另一个基的相互表达式按下面公式进 行： 

♦ I 

㊅ 0 ei p 0 ® 


▽ ^ 

{ k ) ⑼ dxtl 


dA dx -^ 


dx 1 ^ dz^i dz l 


ret ： ® - ■ * ® ® e lj ® … ® e 〜* 




我们列举儿个例子. 

1) 应力张量（三维情形). 在连续介质的每点 z 作用于介质的小 

面积 AS 上的张力由 (^ S ) P ( n ) 计算，其中垂直于单位向量为线性 算子: 

3 3 / 3 

P = ( d 称张量#为应力张量 * 如果 n = 亡 ㈣ ，则 P ( n ) = I J 2 njP i 


或 { P { n)y ^ jy j pi 例紙在可应用 W 斯卡定律的场合，即作用于单位正交面积上 

j 二1 

的力与方向无又巧= gp , 其中 p 是被称为所给点上的张力的数值， 

2) 形变 张量. 如果连续介质在坐标中给出，并在介质的每点上给出 
了一个位移 

X 1 * ~~^ x 1 4 - V (x ) ， 


就是说，介质经受了形变.如果在初始状态下介质的邻近点之间的距离，臂如，在坐 
标 Ax ' P 下为欧氏的 




(A0 2 = ^(A^) 2 = ^(^^ V) 2 7 
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则在形变之后的在同样的两点之间有种距离 ( AO 3 = ^[^ W ( x )- V -^(^)] 2 , 
显然 、 

: i 3 

(AO 2 = (A/) 2 +2^]A^A^ 

i=l i=l 

Ax ^ = x l — 

3 r\ ^ 

Au z = u » — n ^' T ') & ^£ i A xJ - 

j=i 

于是当 AW y 0 时 

(dif = (dif + 2 ydx i dx^ + y 

/ 、 7 ^ dx ^ ^ dx k dx l 

isj k } l,t 



如果 d 为小位移，则关于 v 的二次部分可以忽略不计.我们因而彳导到了 小形变 

张量 

du l du j 

Vii = + 石 7, 

根据胡克定律 7 小的介质形变所产生的应力线性依赖于形变.所以在应力张量和 
形变之间应是线性关联的 


这个线性关联是个 4 阶张量.在指标形式下有 g 这里的 p = ( p ；) ?57 = 

k't 

im)JJ = 张量 t / 尸为 4 阶，由 81 个分量描述+在连续介质上的胡克定律难 

道真的要 S 1 个数量来描述吗？ 

如果坐标是欧几里得的，我们则可以对向量和佘向量（相对于正交变换）不加 
区別，或更一般地对张盘的上指标和下指标不加区别，它们的变换是相同的.张量 
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(^)在欧氏坐标下定义 r si 个数.在连续介质的各向同性（迷向）的假设下， 
这个数目可以大大缩减.这表明在每点，张量 y 在只相差一个绕此点的旋转（包括 
反射）的所有坐标下，它的这种数值记号是唯一的，也就是说,在正交变换下不变，这 
个假设在流体情形成立，然而对刚体则不总成立. 

在各向同性成立的条件下可以利用下面的这个重要定理，然而我们只叙述于后 
而不加以证明（由于问题是关于正交变换的，故而我们对于上下指标+加以区别). 
定理 17.2. 在正交变换下不变的4阶张量类由三个参数决定；它由张 

里 

构成. 

用从双指标张量阳变到双指标张量的方式表示 7 则这个张量可由公式 

Pij = Xr) i3 +"(Tr r})5 iS + 

描述，其巾 Tf 77 二如果我们记起所考虑的张量 7?和 P 是对称的，即 ％ = 

I 

% 

那么张 M P 实际上只依赖干两个 参数， gfU + P 利#最后 结论: 在各 
向同性物质中，描述 4 阶张置的两个2阶的物理的（对称）张量之间相关联的线性 
规则在介质的每个点上只依赖于两个常数. 

自然的问题是山2和3阶的迷肉张量会是什么样， 

当然，不存在那样的向量和佘向量，它的坐标在旋转下不变 + 

至于2阶张量，在具坐 标^^ 的二维空间的任意张童 (}屮)， 在变换 I H 4 
—y 下变为（％) : Ml = &11 ，; "22, ^2 ; —^121^21 = —九 2 Jh 而在变换 X y^y ^ 
X 下变为张量 (^ ij ) T^ l ll = ^22 ; ^22 = ^11:^12 = "21, Mi =力12;使 % % 给 
出 hi ! = h ^2, h^j hji = 0, SfJ hij = . 因此， ( Ai %) 是唯 一 的 2 阶迷向张讀（损 

然，提到的上述论证容易推广到任意维空间的情形). 

可以证明不存在3阶的迷向张量， 

我们要强调指出，迷向性的假设要假定黎曼度量的存在（我们明确假定的是欧 
氏度量)，然而张景的概念与度量并无 关联； 度量本身就是一种张量.所以值得看一 

看，哪些张量不仅在旋转下不变 y 而且更一般地对于线性变换不变.这时区分 h 和下 
指标就是重耍的了. 

首先明白的是，(；?，(?）阶的非零张量只有在 p = q 时才能是不 变的： 当坐标系在 
相似伸缩 A # 1时张量的每个分量均乘以它只有在 p — q 二 Q 时才能等于 
1- 特别，不变张量必具偶数阶■在2阶张量中不变的只有张童 g = Ag : 已是旋 
转下不变的 2 阶张量不会再多了 + 结果，不变的4阶张量是具有两个参^的张量族 
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2. 张*的代数运算 

我们先引进--狴方便的符号.设在坐标系 （W ， …下给出了 feg) 型张量的 
分童 . 设给出了另一坐标系…， 〆)(其中撇〜”在指标上)，其中 


x k = a:* (x 1 ， … ， x 竹）， A/ = 1 ， … ， n_ (5) 

我们张量的分量在加撇的坐标系中以 n 表示.这时变换规则⑴有形式 


TJ 




E 竚 :::) 


dx ^ 
^ d<rM 


dx ^ dx ^ 1 dx^ q 
dx ^ dxJ ^ BtA 


⑹ 


或者 


rrrM J i 

丄 


_ ，f -f 

E 坨 1 

⑹， cn 


dx h 

dx 1 ^ 


dx ip dx & dx ^ 
dx^ dxh dx^ 


⑺ 


另外，我们有下面的张量约化 规则： 如果在一个公式中指标出现了两重，则表示按此 
指标从1到 /7( n 为空间的维数）求和，而求和记号 E 则可以不再写出.那么，在公 
式⑹中要按两次重复的指标（上和下面的 A ，…、;九一 取和； 在公式⑺中 
二次重复指标为 4…切 U … 义' 而指标奴和4等等则是独立的 I 

运用这个规则，还有加撇的指标 ； 可以在书写张量分析的公式时避免出错， 

现在我们来引进三个重要的张量的代数运算 + 我们先在一个固定的坐标系 
，:^)下定义它们. 

1) 指标 置换. 设 (7 为数1，…， g 的一个置换 :C T = ( l ' q 置换 <7作用 

V cr ( l )- - ^ r ( g )/ 

于数组⑸ ，…， 的规则为 

u ' ■ ■ 7*7^) ^ 0 ct (1) 1 ■ jja ( q )) + (矜) 


如果成立 〜.‘ ^ 

妒 1 ，一 丁 - / 0 S 

火一 ••汄）， ⑼ 

我们则说张量校是由张量 T ； l ；；；^ 经下指标的置换得到.上指标置换的定义是 
类似的.上下指标之间则不能 置换： 这样的运算对于坐标变换不是不变的.在二阶张 
量 ( T ”) 的情形， i 和 j_ 的置换转化为此张量的分量构成的矩阵的转置运算. 

2 )缩并（取迹 MpW 型张量（7^::十）对于指标 ( i k J t ) 的缩并楚指张量 
(玲 它是 ( P—hV 型的，由公式 

flfl 、 

il-Jq-l _ 丄 … jii-1 


(请记住，按两次出现的（: h 和下）指标进行从]到 n 的求和)，例如， (i，i ) 型张量 
的缩并是标量 T/ 〔即线性运算（”）的迹 Tr T). 
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3) (张量的)乘积. 如果 给出了 （ pa) 和 ( kj ) 型的两个张量 (d) 和 ( n ), 
则它们的乘积 s = r ® p 为 （p + G 型张量，其分量为 


qH " ' ip - i-k 


了 h … ip r>^p f l ••Ap+k 
^ Jq +1 "勹 q+i 



(乘积因子的次序是有本质作用的).但我们留意到张量积是可结合的运算. 

引理 17.1. 作为运算 1), 2), 3) 所得到的结果仍旧是一个张量，另外应用这呰 
运算的所得结果不依赖于坐标系的选取 t 
证明 1) 假设^只置换它们自 d 的指标和 Z 




1…左 … f … g 
1… Z …左 … gr 



于是 


rpll mii ip 

1 31 . .jfc … ji 


rpil '" i v 

… jl：： … jq 


( 12 ) 


当转换到带撇的坐标系时我们有 


j-i J.' • • bp 

1 ji ^'3^ 


• _ 
rrn^l 

』 ji …: h …: h“.jq 


T 


dx %l dx lp dx^ dx^ 


dx j 


dx ^ 


Q x i\ Q x ^ f p Q x j 


dx ^ dx^ k dx ^ ' 


(13) 


改变右端的指标记号：以/表示以允表示义 . 这并没有改变整个表达式，其原 
因在于我们在按这些指标进行了求和.这样，公式 （13) 的右端便有形式 


rp % l ，，，l p 

八 … ft … 


dx il 


dx 1 ^ dx 3 




dx ^ 


dx^ dx^ dx^ dx^ dx^ 


QxA 


T ： 


dx 


dx ^ dx ^ 


dx 》 


^ dx 7 i dx 1 ^ dx^ 1 dx^ 


即 我们已 证明了 巧::；为 ( p , g ) 型张量的分量. 

2) 对于按指标以和力缩并的张量我们有（以 g 和$表示略去了这些指标) 



Jr-Jq 


T ：} 


dx {l dx ^ dx ^ dx ^ 


•••j, 


dx 


dx %f ^ dx 紅 dx^ 


H 


嗦: i 4 


dx ^ 

dx^i 


dx 


dx^ dx^ dx 1 dx j 


dx 


% 


r 1 


dx 


： i； p dx ^ 1 

dx % dx ] 


dx ^ 


dx 、 

dx ^ 


H . 乂 dx z i dx 


dx l p dx ^ dx ^ dx ^ 


其帽翻 了等式 


4 - 乘积 （ ii ) 的张量性质是显然的.引理得证. □ 
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现在考虑所构建的运算的应用例子. 

例- 

17.1 改已给向爐：0和余向量卟可作其 乘积， 即张董 rf = 其为 (1 ; 1) 
型, 而迹为 Ti ^ Crji ， 这是个标量，即向量与佘向量的内积. 

17.2 如果已给出向量 e 和线性算子 Af , 则乘积 了产= 铲为 (2 ? 1) 型的向 
量.缩并 

十二 jf 二 AfC 

仍是个向量，即对原来向量^应用算子的结果. 

注利用所引进的向量和余 向量的 内积，我们对每个向量指定一个作用于函数 

的一阶线性微分 算子； 因为 ( Jfj 为余向量（函数的梯度)，表达式 


%! = e 


Of _ 

Ox 1 



为标量（函数沿方向 f 的导数).特别地，如果^，… ， e n 为向量空间的基，其中向量 
e fc 的坐榀等丁- 于是由公式 （14) 得到 


df )— 


dl 

dx h 


(15) 


所以在我们的对应下，场的基向量转化为 I…去 k 
子 





这样， 向量 f 对应于微分算 

⑽ 


习题 

17.1, 验证置換上和下的指标 T；；；^；；： T；；；fl；：： 不是一个张景运算 .( 举例） 

17.2. 如果一个2阶张量所对应的矩阵是非退化的，则称其为非退化张量.证 
明非识化二阶张量的逆矩阵也是个张 a . 


§ 18 . ( Q , k ) 型张量 

L 表下指标张置为微分形式 

先考虑 （0,1) 型的张量，即佘向景.我们在前面有过余向量的 例子： 函数/的梯 

度 (备 y 回忆在分析中，我们称表达式 

d 卜堅 〆 ⑴ 
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为函数的微分. 


如果给川变换^ = ， 〆 )，则 


dx f 


dx 




⑶ 


df 


dl 

dx i 


dx 


Of dx { 
dx 1 dx v 


dx 


rf 

I 


dl 

dx ix 


dx 


⑻ 


于是表达式#对于坐标变换不变，类 比地， 如果我们对任意余向量（乃）给出对应的 
表达式微分形式)，则此表达式对于坐标变换不变. 

这个符号是什么？場的基余向量¥按规则 

, 


变換. 最后面的那个等式表明 7 U 相应地： n ,) 为在基 eV . 7 #(相应地， 〆 ) 
下余向量的坐标， 

我们看到基佘向量 d 按与咖 1 -样的规则变换 



㈠ dx 1 — 


dx 1 

Ox i 


dx 


e 怎 ㈠ dx x ^ 



⑻ 


可以说，符号咖 1 就是基余向踅 A 微分形式 7 ]— 对应于佘向量按基的展开式 
r〆 ， 柱上一节我们已看到 7 任意余向量是在向量上的线性形式.特别，线性形式 


df = 


dl 

dx i 


dx i 在向量 AC = A ^ ei 上的取值按定义等于 


(di dx ^ A ^) = 甚 Ax ' ⑹ 

我们已经知道这个表达式被称为函数/的增量的线性 主部， 这个增量是由位移 
向量产生的. 

考虑第二个重要情形:(0, 2) 型的张量.这类张量的空间的基由乘积 

e' ® e j (7) 

组成+按基 （7) 展开任意张量 (Tii ) 有形式 


Tije 1 © e\ 

张量⑺是向量上的双线性 形式. 事实上，如果为两个向量,则表达式 


为标量，是双线性形式 T 在向量上的值. 


⑻ 


⑼ 
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任意一个 (0,2) 型张量分解为对称和反对称防 i 二 - T tj ) 的和.这由下面恒等式 
可清楚看出 








2 




<Xij 〜 Tji). 


由 （10) 得到对称张量空间的基为 


e 4 ® e ) + e J 


2 


， 


和反称张量空间的基 


e % A p ? = ^ e J " — ^ 0 e l ，i < j - 


如果张量 Ty 对称 7 则其按基 （11) 的展式为 




i>j 


( 10 ) 


(li) 


( 12 ) 


^2 Tu.e 1 S' f, + E 2T < 


e 1 ^ e 1 + e J< 0 


2 


如果张量 7^ 为反称 t 则其按基 （12) 的展式为 

T ti e { = J 2 Tij # + =E Tije 1 A 


(13) 


(14) 


基 （11) 在微分形式下可记为 dcr l do ^ = dx ^ dx l , 而基 （12) 可记为 A dx ^ 




— dx J A dx x . 


例 IS 丄黎曼度量恥是对称的（0,2)型张量的例子.它按基 dx ^ 的展式为 


gijdx t daP , 


(15) 


这是长度元平方的已知公式. 


2. (0, k ) 型反称张量 

定义 1&1. 称张量（7^..、）为（0，岣型反称张量是说它满足 




⑽ 


其中―⑷=±1是置换 c 的 符号； 我们在§17的公式⑻中定义了它在数组 
仏，… ，4) 上的作用- 

由于置换指标运算的张量性质，这个定义不依赖干坐标系的选取.因此，张量 
在任意指标的奇置换下改变了符号，而在指标的偶置换下数值4〈变+ 
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注如果阶&大于空间的 维数〜 那么反称张量 （TV 恒为零（显然会有一 

对重复的指标 ；). 

对于反称张量而 g 使用微分形式的语貞非常方便.这种张量空间的基由 

clx 11 八…八 dx \ i \ < - <ik (17) 

m 成，其中 

dx n A … A dx %k = ^2 ® 〆 ⑹ (18) 

(对全部指标的置換取 和). 如同前一小节中那样，我们对于反称张量 ( Ti ^ J 得到对 
应的微分形式 

… ® ^ = [ Thdx u A ■ ■ ■ A dx Xk , (19 J 

ii < -<ik 

表达式 A --- 对于指标置换力反称的 

也 — O A ■ ■ ■ A = Sgn ( a -) dx ii A ■ ■■八 dx ik . (20) 

例 18*2. 考虑在 7 i 维空间中的 (0, n ) M 反称张量，每个送样的张量 （ 3V . 1 ) 
由一个数 T 12 .，， n 确定.事实上， ^ Tl 


^ sgn ⑷ T i2 … n ， ( 21 ) 

而如果在指标 ii ， …， i k 中即使有两个 相同， 则分量 T Zl ...^ 为零.因此，我们有唯… 
的基的张量 ，即办 1 A … A dx 71 , 

在物理的文献中这个张量的分量以％ .乂表示.显见，分量 .., fc 不为零仅当 
在指标^中没有重复的，于是 


/ 当 卿办1, ■ ■ ■ ，‘) = +1. ? 
1 -1 当 sgnf ^ i , - ■ ■ , i n ) — -L 


( 22 ) 


自然，= T V 2- n £ u ... i7i . 

在坐标变换下 n 阶反 称张董 如何变化? 


定理 1 S .1. 阶等 T 空间维数的反称张量在坐标变换，…，，）下其 
变换规则是 ^ 


乃 2… n = TlC-.-n’t /， 

其中 J = det f ^ r ) 为变换的雅可比， 


( 23 ) 
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证明我们对基张 M Sf itl 来验证公式 (23). 我们有 

dx ^ dx 1 ^ dx ^ dx 1 ^ 

幻 2 … n - = L 明 咖研…瓦。 

O-^Sri 

其中7为置换… : 这个公式是行列式 J 的定义 n 

例 18. 3.设 （0,2) 型张 M (如）是非退化二次型，且 .9 = dct (^). 在坐标变换 
〆 = , x Tl ) 下分量阳的变换规则为 

dx l dx j 

gvy = ^ gi Wd ^' 

或者写为矩阵形式为 C = A t GA , A = (盖) t G = { gij ) , G " - { gvr ). 那么行列式 
g = det G 变换规则为 

g f = det G f = 6 et ( A r GA ) = (det A) 2 dct G . (24) 

因此， x / l ^ 7 ! = \/ R|dct 
这样，我们证明了 

推论表达式 ^/ ig \ dx 1 A - - ■ A dx n 在 J = det A = det ; 。 时是在这种 

坐标变换下的张量. 工 

复的情形.如果给出了复空间，其坐标为; - ，，，其中# =f + 
ir ' 斤二， - iy ' 那么微分形式可以写成 

T = Y , T {p ^\ p ^ q ^ k , 

其中的项 

.了 (? M 7) = ^2 li … A ■ * - A dz Zp A dz jl A - ■ A dz jq (25) 

h < "<ip 
n <• <jq 

被称做 “( Pj ) 型的形式 
例如，设给出形式 

O = T aP dz a A dz^, 

其中 7^ = - T a s - 于是矩阵 ( JT a0 ) 满足条件 

iT 0 a = iT a p 


从而是埃尔米特形式的矩阵 ■ 于是 ； 在复情形下埃尔米特度量为(1 ? 1) 
型的形式. 
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3. 微分形式的外积.外代数 

怍为在§17中引进的张量的代数运箅的应用，我们来定义两个反称张量的外积, 
它们分别是 (0 T p) 型和 （ 0,g；) 型（相应地为 P 和 g 阶的微分形式 ：). 假设 


定义阶形式 u ； 为 


0J r 2 — 


TiL..i p dx u A … A dx 1 ^, 

E S^...j q dx J1 八 • • • A * 
ji< -<j ti 


(26) 


UJ = ijj-i A u/2 = ^2 Rki"k — ^ dx hl 八 … A dx kp+q 


P+9 


ki <-“<Arp+g 


其中令 


•Rfci … tej 山 』 


▽ sgn(a) 

2 ^ ^jgj J a 〔 fc, I q ) 


(27) 

(28) 


数构成了张 fi ， 它是由张量 （ TV .^ uu 的张量积和指标置换的 
组合得到.由构造知此张量为反称，从而定义 （28) 不依赖于芈标的选取+ 

引理 18,1. 如果心为 p 阶形式约为 g 阶形式 ； 则微分形式的外积是个双线 
性可结合的算子，并且 


102 A uJj — (—A 1 ^ 2 * 

证明双线性是显见的.结合性则直接由公式 （ 28) 验证.公式 （ 29) 由置换 

1 … q q -\- I — • p + q 


(29) 


p + 1 … p + g 1 


• f p 


V 


的符号为 （- (验证之!）得到，引理得证. 

注 不难验证，对基形式 a - dx \ w 2 = dx ^ 的外积 （ 28) 与在第 2 小节中定义 
的记号 d/ /\ dx j 相同. 一 般地，如果 oj\ — dx l1 八…八 dx 1 ^ , oj 2 = dx ^ 1 A ■ ■ ■ A dx ^ . JS[1 


Wi A u；2 = dx %l 八… A dx %v A dx J t A …八 dx Jq . (30) 

外积给出了在所给点处的形式的空间中一个 “外 代数”结构 

4. ( k f O ) 型反称张置（多向量).对于反交换变量的积分 

常常称具上指标的反称张量为 多向量 +用外代数的诺言描述它们也是方便的. 
如果…，为标准的基向量，则类似于 (17) r (18) 给出了（<0)型反称张量（多向 
量) 的基为 h A … j ] <… <‘ 在这里的与基形式 " d ^) 的缩并为 


(e it 八…八 ，# A • • • 八 e Jfc ) = 巧 … <， (31) 

h <… < 九.与 （0， AO 型张董完全类似，多向量构成了外代数，它由符号^…， e n 
生成.成立下面的类似于定理 18.1 的定理. 
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定理 1 S .2. 在坐标变换下成立公式 

T 12 71 ，广 ¥ 厂 2, 叫 1 、 (32) 

其中 J=det 为变换的雅可比. 

证明 与定理 〗凡1 的证明没有区别. U 

依照现代的关于量子场论的文献，我们介绍 “关干反交 换变量 e u - ^ e n 的积 

分' 

/ f H … i O n )dOi A … A dO n - 7 (33) 

这里的/(心，… 7 九）为在由 a,,-.. ,d Tt 牛.成的外代数中的多项式，而积分须取在全 
空间〔不是在区域丄!)，在彡空间中的线性变换下， 鼂 d ^ A …/ \ dB n 按定义其变换为 


其中 J = det 


( 00, 


de l A - AdO n = J M(9; A …八此 

为普通的数，积分规则定义为 



(34) 


(35) 


JJ f(Oi) Ag{6 2 )<m AW 2 = (J fie^dO.j A yj g(e 2 )d9 2 j (36) 

(其他的规则是其自然推广)，其屮为任意一组外代数生 成元， 由公式 
(31) s (32) 得到结论;在做对照兩 — ej ,% — y JB， cWiA …八 cW n 成为 （71,0) 潮张量 
即多向 量的基 ，而 /( 仏，… 人）的首项成为 （0, n ) 型张 ft , 而“积分”则是它们通常 
的缩并.这样一来，对反交換变量的积分就足通常的张量缩并，而这些张量在嘉当外 

代数的公式化描述中既作为形式也作为多向量.作这种解释的用处表现于下面的事 
%• 

习题 18，1•设 f(Gi， ■- ，旮 n ) = exp (~ a 1J ^ A = 一 a ij . 

证明公式 

f "' [ fd … ， 9 n )dG]_ A ■ ■ A d.0 n = \/dct(«^y + (37) 

I5>1 J 


在空间，上的表迖式 （幻） 给出了 （ n,n) 型张量，它分别对上和下指标为反称. 
这样的张量必为]卜_的标量. 

在积分（ 33 )中变换 e ( e r ) 可以楚非线性的.唯一的要求是它要保持所 谓的^ 
分次不变^就是说多项式 零) 应该是奇数阶表达式在外代数中的线性组合. 
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例 18.4. 设设 =( 化， 0 2 ,⑹ 士. 于是由定义有 

I 

j f (9) d 9 i A A d 9^ = 0. 

考虑变换 

6 1 ^o\+o t 1 AO r 2 f\ s 2 = e f 2 , k 

以及此变换的雅可比矩阵（准确的定义可见下 面)： 



1 + % 八 ％ 
0 
0 


-珥八 A 
1 

0 


M A% 
0 


雅可比 J = det 



具有形式 J = I + ^ A ^；^- 1 = 1 ^ 9 ^ a %. 验证下面的等式 : 


更一般地,如果 


J f ( B ( 6 / }) J - 1 de [ A de f 2 A dO ^ = 0. 


氏二叫⑻：…，％，… ， e f n ) + % Abij {9\ ，… ，巧 ，… ，匕)， 

则我们有 

dOi f , - 

— = … ，巧 ，… 尤)‘ 

显然，在心分次变換下雅可比矩阵的元素可交换. 

习题 1 H 证明下面的变量变换 公式： 

j }{0(0 f )) J ~ ] d 0\ A ^ ^ d 0 f n = J f {0) dS ^ A - ■ A d 9 n , (38) 

其巾 ‘/ = det (||). 

提示 如果/ ㈤ ）是最髙阶的单项式，则 （ 38 ) s 然成立1需要分别分析在多项式 

綱 中较低阶的项，它们在变换后只贡献了零值，这就如同上面例子中所证明的那 
样. 


习题 

18.3， 设 dx l . 证 明公式 

w 11 A ■ ■ ■ A o; ifc 二 T^ xjl 八 + ■■八 dx jf % 


§1 Q - 黎曼和伪黎曼空间中的张量 
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艽中 m 为矩阵 （〃 f ) 的子式，它由 An n •和 ，… ，>列相交部分构成.特 
別 ； 

uj 1 八 … A = det(a^dx 1 A • - A dx v 、 

18.4 •求（在给定点丄片形式空间的维数. 

18. 5■证明 = 5^... ir Tr ( al ), 其屮 Tr ( aj ) = a：l 为矩阵的 

k 

迹. 

§19. 黎曼和伪黎曼空间中的张量 

1. 升标和降标 

设阳为（0, 2 )型张量/它给出了黎曼或伪黎曼度量.我们已经知道，如果给出 
了两个向 s a 则吋定义它们的 内积： 

9 i-r ⑴ 

(我们在这里用到了张量的乘积和缩并运算 .） 

类比地，如果沪为（2川 M 张量，则它给出丫余向量的内积， Jt 公式为 

— ( 2 ) 

有了度量恥则可以定义非常重要的降标运算.如果 H 为 lj >^ q ) 型张量 ，则 
令 ' 

(3) 

讨以构造出一个 （p — 1,9 + 1) 型的向 M T^；；V . 

容易看出这仍是-个张量（是乘以张 M.%/ 的运算和缩并的迭代). 

称屮张量 d 到张量 T ：^ jfi 的过程为用度量阳降标 t 
例 19.1. 如果 f 为向量，在降后我们则得到了余向 M 

U ^ g . ij € • (4) 

因此降标给出了向量空间到余向景空间的映射.这个对应关系可以以下面的方 
式 描述： 如果（ 5 )为对应于恥的内积，则向量 n 对应于线性形式（余向量)，它在向 
量《的取值为 

反之，在原来的度量免）下为丫提升 下指标 则必须考虑逆度景，即那样的 ( g ^) 

使得 

9 tJ .Qik = 5\ (5) 

(记住有 dct(.^)^0). 
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作为定义我们有升标 


Ti 


，: u 




= 9 hk T ^ 


k . h …扎 • 


⑹ 


引理 19.1. 如果我们降标，然后再升标 ； 则我们得到原来的张量. 

证明对张以 a 降指标、我们得到张量之后再升指标仏 
们得到张發 i 




ki 2 4 " 






与原来的重含.证完. n 

在前面我们已经看到，矩阵 （#) 绐出了余向量的内积. ra 此，在给出/ 度量初 
肟我们便定义了余向 s 的内积这个余叻董的内积在下面的条件下是唯一确定 
的， 即在 升标运算后我们得到与向景的内积相同的内积，这可由下而的论断得到. 

?理 19,2. 成立下面等式：对两个向_唐 f = (f), q = (v) 和对应的两个佘向量 
f =(石）= { QijOSj - { rji ) = { 9ijV J )^ 它们的内积 相同： (^； rf ) -〈《，"). 

证明因为見 .7) 二 9 rj ^ f }\ (^ : rj ) = 々 h 则 

(I ^ 邮 e W = Sl^^n 1 =6 冰 


注不难宥出：我们 H 前只用到 1 h 退化的张景阳，即9 detfe ) ^ 0；正定性 

(还 f ] 对称忭 ） 在卜.述论断及公式屮并没起到作用.在第5章中我们将对与哈密顿形 
式体系相龙的反称度 M 作类似的枸造， 


2. 二次型的特征值 

假设给出了…个线件算子仏即0, 1 )型的张置，如果没冇度鼍，那么谈及此张 

M 的对称性或者反称性就没有意义，这是因为不能在其指标和 j 之间进行 置换. 

如果冇了度量 讲力 则可降标: 7 ； ? = g ik Tf - 这时我们得到了 （ 0 : 2 ) 甩张量，它可定 

义在两个向 fi _ h 的双线性形式 { J r :如果 （,> 为内积，它对应丁叫.，则这个双线性 
形式为 _ 

H^}r = i^/rv) = Cgijh ⑺ 

卜 ( e )，v = w )- 

定义 111. 称在具度量跔的空问中的线性算子 T / 为对称的（反称的）是说 
双线性形式7^ = g ik Tf 对称而二 U 反称而 = - T 0 ). 

定理 19.1* 在丹黎曼度里或伪黎曼度蛍的空间中线性算子 T = (了0为对 
称或反称的充要条件是对任意向 M f 和 77 = ( V )满足关系 J 


{ T ^ V ) = {^ T V ) (对称) 5 ⑻ 

( T Ln ) ; -[^- Tn ) (反称 I ⑼ 
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由公式 （7) 得知 ； 定理显然成立. 

现设在黎曼或伪黎曼空间中给出了对称的双线性形式7^于是经升标川考察算 
子 Tj = g ^ T kj , 

定义 19.2. 称算子7 1 / = g lk T hj 的特征值为 二次型在度量跔 下的特 征值. 
如果 A 为算子 Tj 的特 征值/ 为对应的特征向齓那么，由定义有 


■qe AC g lh T ki e Af . 

⑽ 

因此特征向童 0 为方程组 


Tkj ^ 3 = >^9 kiC \ k 二 1， ■ ■ + 

(11) 

的解（比较方程组 00)). 



线性算子 Tj : = g ^ T kj 的迹 Tr T / 和行列式 rid 7；；是形式而的度量的不变量 
(即依赖于度量的在坐标变换 F 不变的母).特别，迹冇形状 

Ti = H (12) 

例 19.2. 空间的曲面 r = r [ u , v )， r 七 ( x 、 y ， z ) 上取两个二次型 （ a . 1 二 

U , X 2 二 V ) ' 

1) 度 M OijdxMx ^ 为张 量知； 

2 ) 第二基本型为张量心 (闪为 曲面是2维的，这里是对从1到2的 
指标双重取和; J . 

在§8中得到过公式 

高斯曲率 

det ( 叫） 

平均曲率 H = b \ ^ 

因此，平均曲率是在度遺如存在情形下二维张量^的迹.对下高斯曲率 而瓦我 
们有 

K = (dct(^j)) _1 dct:(6 XJ ) = dct(c? iA: 6^) = det(6j). 

从而高斯曲率也是第二基本型的度量的不变 

3. ^算子 

在存在度量阳的情形下，可以给出运算^使得 (0, k ) 型反称张發与 （0^ -左） 
遛反称张童等同. 

定义 19.3 •如果 r 为 (( Ik ) 型反称张量，其分 M 为，则以* T 表示一个 
(0, n - k ) 型反称张量 

( 13 ) 
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其屮 T n- 为对应于张量 h 的一个斤 ,0) 型张量 

… (14) 

在 §18.2 中我们知道 v 1^ k: t 4是^维空间上的一个对 f 具正雅可比的坐标变 
换的张景.因此也是对于这种变换的张量，而它的反称性则是显见的. 

注成立公式 （湳 验证） 

+T) = (—1) 咖-叱 gn(g)T. (15) 

4, 欧氏空间的张量 

在欧氏空间中 ； 欧氏坐标下的度 M 时具有形状阳=心.因此在降（升）标时任 
意--个张量的分童都没有 改变： 

::卜心' ( 16 ) 

那么，在欧氏坐标下，卜_指标和下指标没有 M 别； 譬如，可以认为所有的指标都 
足下 指标-这神记9在保持欧氏度童不变的变换下为不 变的； 而这类变换就 是正交 
变換和平移. 

特别：在欧氏坐标下，算了 - 的矩阵和对应 r 它的一次沏的矩阵相同.梯度的分量 
的变换在欧氏空间的运动下就像向量变换一样， 等等. 

我们考虑在具欧氏坐标的三维欧氏空间中 算子* 的 作用： 

木 dx = dy A dz, *dy = -dx A dz, ^dz — dx A dy 

(请验 证). 任意一个〗形式（余向量） 兔… Pdx + Q 如七 Rdz . 对此形式有 

— Pdy Adz + Qdz /\ dx + Rdx A dy^ 

= oj, 

如果 / 为标 M， 则* f = fdx 八 dy A dz 是个 3 阶形式，而且 木 (fdx Ady A dz) = f. 


习题 


1&.1 ■没 & 响 是在前面（见 ^8.2) 已考虑过的反称张量，但是在二::维欧氏空间 
中.证明下面的 公式： 




^ 6f3u 
\ <5^*1/ 

b ) — 6^8 
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d ) ^c^(3^^cnS3^{ "™ 6 

(每个等式中均表明对于重复的指标求和为克罗内克符号. 

19.2, 设 

u)i = Tir. i^da : 11 八…八 dx lp ， 

il < .. <ip 

u?2 = ^2 Sj ' ...} p dx ^ A • - A dx ji, • 

ji <” <iv 

令 {^ i ? w 2 } = ^ i 9 iljl ■… g 、 jl ， Ti : … ipSji . s . 证明 

O/'i A ^2 = {wi ，吨 } vl^k^ 1 八…八 dx n t 

§20. 晶体群和平面与空间旋转群的有限子群.不变张量的例子 

在本节中我们要来了解晶体群.然后将对正交群 0(2) 和 0(3) 中的有限子群分 
类- 

我们将考虑整个充满三维欧氏空间或欧氏平面的晶体结构（或平面的结构) _ 标 
准的晶体模型之一 如下； 假定晶体由某类原子组成，它们被牢牢地固定在空间（或平 
面）中，并且按严格定义的方式相互存序地排列着. 

定义 20.1. 晶体的所有原子的集合称为晶体格. 

我们要极大地缩小所考虑的格，从而只限于那些平移不变的格 ； 对此我们现在就 
转向它的定义，就是这样 的格、 它们对应 了真正 的物理的晶体（在某种近似下).我们 
认为晶体的格总包含了某个逸样的子集 ； 即由向量 a =〜叫+ n 2 a 2 + n 3 a 3 (或在平 
面上的 a = nja ^ I n 2 a 2 ) 的端点表不的所有点（原子）决定 T 这里的 n i ; n 2 , n 3 为任 
意 整数； 向堡 ai , a 2 f o ； 3 被称做基本平移 向量. 有时也称向量 a ] , a 2 ? a 3 为选 个格的 
本原向量，并总假定它们是线性无关的. 

重要的要求条件是：通常假定晶体的格 i ? 在按向量 Ql ， a 2 ， Q 3 的所有基本的平 
移下变到自己，就是说，在这些基本平移的整数系数的线性组合的平移下变到 自己; 
也 就是要求使晶体结构在所有由向量 ttl ) a 2 j a 3 生成的平移下保持不变.这是真正的 
(“无限”）晶体的基本性质之一. 

记按向量的平移分别为 r J ? r 2 l r 3 . 于是我们所考虑的平移中任一个场 
可写为 

T = n t ri + n^T2 + n^. 

定义 20,2,如果在形如 r = + 〜 r 2 十 n 3 r :i 的任意的平移下格五变到自 

己，则称其为乎移不变.对平面格的情形其定义完全类似， 

因此， 自此后我们将只考虑平移不变的格(在平面或在空间 中). 




a a 常 & if 姑 体 的牧， W 论姑 从空 N r ] 的运动桫的离故 7 •掷 r Hkh . 
w 使 （;vr n r . r … n 冇有限指 》, 通常 

这足 一个 诚为对 你的轨 ill . i ^-|« JUfr ：» f 4 fi | 屮« 到评 细的靼 it 

定义 2o. j . 称由向 w <M.-.^«i 构成的 fff 六 aiJB 为 （ iffw 本） m 的 《 枣胞貯 . 

注此纶川了一个烙 《• mi&Kfx^ltl¥ ««.Qi,Q 3 <+nf»ftA-mW o, v a 2 ) 

它们枨成的平 li 六 i® 休的雎 m 为尽 -ns 地 m/ k 


fr：Lfl 1^ I : A 示广烺前中的二推格：也指出 7 它的 
萑木胞腔.很货餡，咖于邡怵的 f . fM (变件，笹个舳体 
(楙> 他由平_基水_的汴粗成 .m it 示的 aw 
中年时 fttHr 有这梓的忭®.使捋敁个椋 f I 印济的 ft 个 
点> 口 JUfli 任一个覼子錄某个平® r = wm + « 3 t s m 
到.这神倚彤可以用下面的 w 诱农淥. flf * 裟本平離 



的《：•合办格 Ii 可 It . fUH 这种令人满 .6 的悄彤是对所 钉的格 ftrtt 立.特別.这 
坤情形 WW 出于如 TWHUv -msi -： fil l ■♦呼不 Ml 类 S ! 的®子姐成 t 而 itif 
( 在 Jt 幻的珥屯的椹來内） ft 然地要$使得在坫木平柊 T ， 种矣惻的啄了 . 迹 fti 科移 
iihl —芡的 ifl 7% rfii 不会砖移 M 代 AW — 咙似&: r 的格 f 点上 £. W 此，移的 
圯含 存:格 t 不茫可迁的.劁 fin 存图 id 1.»忝的.这件格 


At 这鬼 4 f- 不能以 WI ： 平秣 
^iftn n 似地 ， /i 型职 n 

_ 移约 4 SIWTi. P] 时,平移分拥 
rt A 八 5 始 f I:f1 it /? •:产 上可 ii: ft- 

A 7 ( Hir ^ b 9 f 的〕 N 以以 装个® 
本 f 麻一个 .4 呦晚千 imrk u « 

的 j 搿《- 

因牝我们 ^ 到.为广完企鴣定地给 ••l; 
|W t 本 mfcd 饴出祛本 f 侈的堪合坫 不梂 的 . 
a • 而， ftfri 神铪知 m •巾尹所许的格 



s 柃咎胞腔的； f ：. 故酎为 fogi : 描述袼连问 WN | •祐木平秣只定饴的在 ff ■一 个雄 冬粗 
e 中姆个 ift f 的忮 忏就够 广《后， 汴所冇 铬的《含中右迳栲 - 它们中 基丰胞 
聆 iw 所有 《*: f 邵叮以由这个跑舱的“个觖+校饫丰平柊（芘乎如中为两个乎 《. 々 
N 中 W 为宍 个纟 均到. * 


定义 20.4. 4UJK-W — 咁戎 三雉） 的所钉说 f « 位 f 形如 

(对 f 时为 Wiui + mzo 3 ) 的点上，其巾 n ) f n 3 . n 3 为伥章螫 ft , 则秫为年，$ 

格. 


"I 以你出.皞小+移的》：•合 ft 布_牝《 |_妍1辽的山沄*»押彳3刊. 不 M 的 6 
中龙格 w 互的差诂仅仅 任于 姑本胞腔的肜八 不 1 砵 特别仿 射变換 吖以杷两个 fr 忠的 


§20. 晶体群和平面与空间旋转群的有限子群，不变张量的例子 


■ 137 - 


布喇菲格互相变换，就是说，从仿射的观点看来只有-个布喇菲格.度蚩上不同的布 
喇菲格（即在正交变换和平行移动下互不重合的格）以基本平移向量的角度和 K 度 
来区分. 

定义 20.5 .设 X l7 -.. 为所有位于基本胞腔内部的 原子； 则说向量 

… (为基本胞腔顶点的原点到点…构成了格的基（图 20). 
命题 20 . 1 . 给出了基木平移向最和格尺的基则完全确定了整 个丑. 

这个命题以显然的方式由我们的基的定义和由格的平移不变性质 得到. 把更详 
细的讨论留给读者，当作-个关于枚举式定义的初等命题. 

我们最终要建立在理想的无限晶体的性质与实际的具有边界的晶体的性质之间 
对应关系 . rm 2 i 上展示了理想化的真||_:三维晶体，它有边界而无瑕疵.这里的数 
m 表示在我们的平行六面体（晶体）各对应边中能容纳的基本胞腔的个数, 

即 乂打 = AD= 



20 21 


我们在真正的晶体上，允许按任意的、可以被向量 a l 7 a 2 ，如 整除的向量进行平 
移； 但我们将以下面的方式 进行： 譬如，格按向量&位移时，我们切下晶体向右边缘 
突出的部分，并将其粘到左边緣上 ： 它正好按向量的深人到平行六面体内部+事实 
表明，使用这样的形式模型是合理的：在这种“周期性的”过柯中，大部分的物理构 
造和计算都没有变化.很清楚，这种观点完全等价于考虑无限的理想晶体 . 引进了上 
面对晶体边缘的周期性条件的描述，使我们能以直观的几何语言进行解释.因为晶 
体的边缘（譬如，为简单起见,我们考虑一维的晶体）由两个编号为1和 iV 的原子构 
成，则这种“粘合”晶体（即一维的晶体，满足其端点的周期性条件）的任意平移化为 
一 个圆按 27 T / N 倍数角的旋转.在晶体的平面情形，周期性条件等价于引进 了环面 
r 2 , 二 维晶体的周期性条件粘合成/环 n 

亏每个格自然关联的概念是对称胞腔（不要与基本胞腔混淆&对称胞腔包含了 
某个特定的原子作为它的中心. 

定义 20.6. [ A 1 定格的原子.如果空间（在平面格情形时相应地为平面）的一 
个集合中的点，其离我们选取的固定点的距离比到此格的其他原子更近，则称此 
集合为（以给定点为中心的）对称胞腔.常称对称胞腔为维涅尔-赛茨胞腔(在 
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萊三章惟代败瑁论 




时符 fcllp 


PH 22 - 


蜱耽价 fii 中训称为 •*« ¥克 * 3 域，， >. 

Ifi 22 的八边形二 Itt (平两）济， 《本》1財 

它紅 m 了 wntefti 蚵#胞眩（这些胞 *? f 同 !>. _ 片六 A A A A A 

(二堆）对称 * t » f 的边洙坫那此 4: 中点垂 h 于格 y Y \ 

的所吖姓«屮心点的相邻的 fet . -v ; . V . :'•' 

找们 现竹向研究保 W 格不史的变換（即将 v ' S ". . • 

k 侧啤 考虑侧 ( wrsjft , 平跖 的运 a/YAAAAA A /^ 

m , um^mt ^ ^m z — H " v y 

次 ？ H W = Ur 1 ) J 4 (dr 3 ) a ♦ (d^)2 (_ 应地 t 阳打 

心 2 = <Ar 1 )^ ^ \djy) 不变.找们以 a^iwm ‘ 

时伤） iC 此 Kf 

命钃 2 o . 2 . p ? r ; n ! Cj ) M ^ E . e 个 甿來 g»(r — 地厶不为 w h 娜 j 处 

r ^ a , r 为伸斯，而 《 为淚矜（圯常的戌不正常的， 

+ 1 或 ，1〉. 

• 证岍侬汴 H 3 中所 表嘢的 邶阼.=®空间中的扛何运动必诚 f ••后固网„荚 w 

< t 为旋 妗， drt Q = « H ， r 为沿珣转轴的乎 敗 2>g=f| 芮 

r a ,, ettt = ^ 收 射_).庄这柯神类則 I 班-种中，的衣木形 

式呷-地々》= 7^边0 = «.命趙证泠. n 

5士 W 为 +• «钿旋«—收片不可换， ttro ^ aTiiA^Hkm ^) 

n I 6rm (_地叫•它足％中浪化的_ 

:雜靴卿的叩)仍朗_ 

y , \ 雌_ ㈨ 傾削 ^「•⑽ 〕 . ㈣ ，舴 即 〕( 《应地 ，叩, ，不足 
莳 a 的正鮮 w ( mm , cj ). 1 

• n + s ㈣ «：計刪誠顿自己的 

SBBbft 

^ ^ 中 ㈣ 把格 w 细自己的倾（运如的來 ㈣ 称 
te,< 1 •格的佥问珥，我们 W GMR ) 相示它 （ WQ 地， c a (^». 

冰然， r? 3 («xttf；，vjfe (7 2 ( k)j fi A •:通 Nr 代敗 愈义下的脖 

由 上类_龙义鄉其， mm 二_:氏-_的麟逬行进—步的 

81 gwo 包尤 rr •群 mnu 即格的 f-tt 昨. 

财.移 T *成_ 齡併戰 ） 为 JU _ 

W «) 平糾 ad 住 • Ift /?的体料移托形式 ？• = mr t + ㈣ + n 3 r ,. 1L 中 
man 为格 fl < j 族本问•时 *,,^, 03 生成的於移). 

我们述® uj 住，孜 ffi 总寮?矣下本变的格 A 

再祕明，子辨7 3 ㈤ 賴17 3 (允）的 n.:?t r 辭.省实上 • 必领 证明 如宋 m 


n 
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0^( 开） 及 i e r 3 (ii) ; 则 gtg - 1 E T ^( R ) 对所^ T p 和 f 成立.换句话说 7 需要确信变换 
gtg 1 仍然是袼的平移.然而这由格的不变性便得到. 

在 F 文中我们要设定一个属干我们的格中的一个空间的 W 定点，即设为“坐标 
原点”；例如，基本胞腔的顶点为基木平移向量的起点.我们将考虑对于这个点 G 的 
格的所 存可能 的旋转（行列式为 ± 1 ). 

上面已证任意变换有唯一的尜示9 其中 r 为平移， a 为行列式进 
士 .1 的旋转.有时为了有效地进行计算，可把这个分解表示为矩阵形式.我们要指出, 
欧氏空间脫 fi 的任意一个运动9对以唯一地表示为 y = At + h 其中 y J 为中 
向 U G O ( n )』 为 IT 巾的一个固定向量 ； 即定义平移的向董.空间 M n 中的非齐 
次变换 5 可以唯一地相伴于下面的空间 1 R " +1 屮齐次变换 


1 

1 


6 1 


A 

_ 

_ 

_ 

9 = 


h Ji 


0…0 

1 


当这个算了_ 5 作用在 R "— 1 时，它在 
经过坐标为 ( 0 , ■■ , 0 , V )的点而平行于坐 
标 T 面，(: T 1 ， … f X n ) 的平凼，上（图 
23 ) 生成了线性非齐次 变换; 这个变换 4 
空间脱 n 中的算子 p 的作用相同.特別 f 
由算子 J 的显式表示，显然得到结 论：空 
间的运动群分解为下面两个子群的 
半 直积: 一 个是旋转子群 




! 0 

A 

▲ 

▲ 

♦ 


0 

0 -0 

1 


另-个 S 平移子群 


o 

b 1 

♦ 

1 

_ 

b n 

0-0 

1 


现在回到某个格尺的变换群.闪为 G 5 ( R ) c 则任意元 0 6 G 3 ( R ) 有唯一的 

表示 p = 其中 T 为平移#为旋转（一般说来，: Ta # aT ). 我们强调指出一个重 
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要的 情形： 变换 T 和 Q 不必属于群 c ；,{ Ry , 特別，变换 r 完全不必是晶体平移群的 
元素（但是复合算子已经岳格把自己变到自己的变换 y 

群 0(3)( 所有三维正夂矩阵的群） rti 两个连通分支组成，即： 、个分 支由行列式 
为1的矩阵组成（正常旋转子群 50(3)), 而第二个分支（非正常旋转）由行列式为 
-1的矩阵组成 .3^ 中所有平行移动的群连通（它由三个参数描述，从而无异于三维 
空间自 身). 同时，群 G -,( R ) 为离散:群 Gd/?) 的离散性意味着在群 GVi(K) 中不存在 
能随意靠近群的单位元的变换（.肖然不包括恒同映射自己 h 

因此，任意£? e G ： i ( R ) 有形式夕=其中变换 r 和 a 由9唯…地决定，即由 
等式： Tu = T f a f 得到: T = T \ a = (参看前面的证 明). 但是，群 G ；( R ) 不能分解 
为它的两个子群的直积，这是因为，-般地 ro 一 aT. 

定义20,9, 0(3) 中所冇那样的元 a e 0(3), 存在某个平移 T 使得变换 Ta 属 

于群 G 认 R ) 的集合：被称做晶体（或格岣的点群. 

换句话说 ： 讎 a 属 于品体 H 的点群当且仅当存在这样■个平移 T (不必属于 
晶体平移群 n { R )) 使得复合变换 ra 属于晶体的空间群 a ,( R ). 我们用&⑻表示 
这个点群.也常常称此群为晶体（格）的对称群.而称它的元素 为砧体 （格）的对称运 

算. 


命题 20.3. 变换的集合 S^(R) 构成通常代数意义下的群. 

证明因为群 G f 3 的子群 T 3 (平移群）为其正规子群 t 故可考虑由群到商群 
0 3 /n 的投射 L 这时群 (h ⑻变到了 G ：i /T 3 的子群 7K7 3 (叫由早先证明过的知 
道，商群 G,/T 3 同构于群0(3)，因此 ^G a (R) 是群 0(3) 的子群.这个子群的元素也 
仅仅是那些旋转使得存在元 T E 乃，有复介 Ta 属于 G a (H). 因为与集合^⑻的 
定义一致：故而 i 正明了集合 馬⑻与 ^(R) 重合，特别，它是一个群.命题得证， □ 
注因为 7vG ：i (R ) 同构于商群 G 3 (R)/(G 3 {R)nKes tt ), 其中 tt : — O ⑻，分= 

2 n a h q 、 还闽为 tt = 7^® :故最后有 TrCjR) - S： s (R) - H 

Ker 4 —方面：交 G ；i (R) n T 3 与群 T 3 (R) 相同，即晶体点群 ,%(R ) 同构于商群 

o ,{ R )/ T 3 ( n ). 

有时显式的算出晶体点群中的乘积运算和算出对应于两个对称的复合的平移是 
有用的■设 a 1? a 2 G S 3 ( R ). 考虑吨= a 2 a 2 e 私(和■由 S \( R ) 的定义，存在这 
样的和乃，使 r L ai C ^ R ), T 2 a 2 G Ch ( R ), : P 是 ( T ^ T ^) <E G ： S ( R ). m 
而 r lrtl 72a 2 - T ^ T 2 <.^ x - a!a 2? 因此作为对应于两个对称的复合的平移 ， 可以 
选取 TtaxT.ar 1 . 或者以 M 式的方式，假定平移 T U T 2 由向董 ^ ls ^ 2 定义，而旋转 
叫叱分別对应矩阵 A ^ A 2 . 那么，如果 r 为空间舻中的向量，则阳…卜-：/^.十 
x \.{ T 2 ( x 2 )r ^ A 2 r + 心(先进行旋转而后平移)，于是二 { Tya ^ a^r = 

( A i A 2 ) r ^( A 1 x 2 ^. r 1 )- 因此，由矩阵山七定义的旋转奶二 a lti 2 转为变換及= 7:抑 3 , 
其中 A 由 n = AiX 2 -f X \ 给出. 

①对 M 态 TT 以 Ka 7 T 代表祸= 1 的儿素的集合 t 
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现在来给出平面 （二 维）格的例子，这时存在 g e Ch ( F ( y , 其可分解为复合 y 二 
To ：, 使得 r 穿 G 2 ( R ) 而 a 耷 G 2 ( R ). 图24展示了 个格. 砑然在 i £ 线/中的反射 


ae 0⑵不能保持格 不变； 另外， 按向量0 的平移 
(我们注意到这个平移不是格的基木平移）也不能保持 
格丑不变，即这两个变換 T 和 a 不属丁群 G 2 ( R ). 0- 
是变换 g = Ta 显然将格 H 变到自己.这个运算（变 
换= ra 被称做滑移反射，我们再次强调指出，品体 
(格）点群中的元素（变换)，-般地，并不变晶体（格) 
到自己，即晶体点群 不是敁 体运动群的子群，点群在 


• 呼 

• • • 4 mi m 

籲 ▲ 赢 
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晶体结构理论中有重大的意义，把它叫做格的对称群也并非毫无目的.事实上，因为 
它 s 身小仅 包含有格的“真止”的对称，并且有这样的变换，它只在进行某个平移, 
而且这个平移还不是个晶体运动后，它才把格变到自 d . 很淸楚，展示在阁24中的 
格具有滑移反射的对称性.除了具这种类裀对称的晶体外：常常遇到的是具有螺旋 
(或轴向螺旋）的晶体.这种对称是旋转《 e 0(3) 和沿这个旋转轴的平移的复合.建 
议读者去构造一个三维格的例子，使它具有轴向螺旋的对称性1 


在晶体结构理论中还常常考察一个与铞个格自然相联系的变换群. 

定义 2 0.10 .群 Gs ( R ) 中所有保持格不变且使旋转中心0固定不动的所有变 
換形成的子群被称为格奸的稳定群丑；^/?). 

我们记住，点0被假定是不动的. S 见，由 r 任意质点 O 不动的格的变换是 
正交变换，即绕点 O 的 旋转， 而且这个变換的行列式可以为和—1，故 Hs ( R ) = 
G 3 ( H ) DO ( S ). 一 般地说，群 H 认 R ) 不是群 G 6 ( R ) 对于正交子群 T 3 ( R ) 的商群，即 
玛⑻孕 C ^( R )/ n ( R ) - S ^( R ). 参看图24的例子+ 

命题 2 0.1群恥(开 )( 稳定群)及(吗(点群或对称群）和⑻(格的运动群）在 
被考虑为群 G 的子群吋，它们之间有相关联的关系 H 3 ( R ) = S 3 ( R ) n G ^( R ). 
证明首先证明 H S ( R ) c S s ( R ) n G 3 ( R ). K a e 特别 ； 当 a 为旋转 

(从而属 T G ： i ( R )), 故可令 g 其中 T 1 = 五为恒同变换（按零向量位移)，即 

p = a - E ( x - 因此，由 ,%{ R ) 的定义我们得到 a e S ^{ R ), 反之，我们证明 H 3 ( R ) D 
S 3 ( B ) nG ^ n ). 设 a £私(用且 a e ( h { R : y 这意味着 a 保持格开不变，且除此外还 
是个旋转 ； 即 cie 0(3) n a 3 ( R ) = H ^( R).a 含在某个分解 g = Tex 的这个事实在这 
神情形下是不存在的. 命题证完+ n 

注如果格为布喇菲格，则群为⑻和 B ： i ( R ) 相同.这立即可由布喇菲格的 
定义得到（参看前面). 


远不足正交群0( 3 )的每个子群都可以是某个格的点群（即对称群)，原 
来，格的平移不变性在群 知 ㈤ 而⑻和 h 3 ( r ) b 加上了 非常严格的限制.我们以 
馬⑻⑼表示群 H ^{ E ) 的稳定子群，它只由正常旋 转组成 ，即 ^ SO (3) O 
A (吼子群 H 3 ( R ) ( o ) 巾的每个旋转的行列式为+1，并使点 O 不动.在晶体结构论 
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中下面的定理有重要的意义 . 

定理 20-1 .设只为平移不变格. 丁是群 H ,( H ) (0} 由有限个变换组成，其中每 
一 个是绕某轴的旋转，此轴通过点 A 旋转角为或 tt /2 的倍数 + 

证明先考虑格/?为布 喇菲格 的特殊情形，即它的基本胞腔的所有原子均可由 
对点 O 施行格的基本平移而巾0得到，设# e Ih ( R )( ( i } 为正常 旋转; 那么像由§4 
中所了解的，变换0为绕某轴；旋转 个角 ^的转动（我们记得曾相对于点 O 汁 
算过丑 3 (印⑼，而这个点 O 是格的-个原 +) .设/〗为垂直 T ;并通过点 O 的平面. 
布喇菲格由向單 : a = ^ ia , H - n 2 a 2 4 - & a 3 所确定的点组成.我们把格的所有原子 
平行于直线！地投射到平面77 h t 并考虑位子点 G 的整个邻近的所有点，但不包括 
O 点本身 > 我们间定其中的- '个点4 (多少可以表示它们位于离0有相等的距离. 

参看图 25) 因为格开相对点 O 为对称，故而 
跟随每个点 e R 存在艾于点 O 的反向点 
B ； ; 它仍属于 i ?. 当绕/旋转角 p 时，点氏 
变到格的点迅(因为变换#保持格 R 不变)， 

即投影（)土变到投影0.4 2: 它们构成了角 p 
因为向 M o 玟和 o 馬属于此格 ； 则它们的差 
向量 B x B 2 也属于 格兄 因为向量平行 

于平面/7,因此在平移之;5,它确定了平面77中向暈04,其端点 Z 也属: P 此格. 
由此得到叫童 A , A 2 的长度不小于向童0応的长 (lOAil - \ OA 2 \) : 这是因为点糸 
和戌位于离点 G 的距离每可能 的小. 因此在五角形0^7^中边 AiA 2 不小于 
| CL 4〗1 = | OA 2 |, 即角 p 不小于 tt /3. 进行系列的变 换少， 我们在平面 / J 中得到正 
多边形，其顶点为 A -[. A 2 ^ - - ； A m ( A ^ f L — A x ), 又因为岭 tt /3, 故但是由 
于格只 的对称 性 ； 多边形关于 O 也是对称的.因此， m 只可能取下列值:2,4, 6. 因此 

角 P 只可能等于后面的数 : h ; fc ; r /2 X 3, 即 ^ = 7 rA 27 r /3,7 r . 于是对于布喇菲袼定 
理得 I 

为了给出在一般情形的定理的证明，还耑证明，在任一个格中都包了一个布 
喇菲子格，它在旋转角⑷时转换到自身.仴是我们将不在这里证明这个论断，而宁愿 
给出 W 外 个 证明，它植现了一个重耍的思想 7 而这个思想在研究晶体结构时起了极 
大的作用.我们先考虑平面格的情形 ■以叫 和 奶 代表格丑的基本平移向量.像以 
前那样为绕点 O 的旋转，旋转角为 p 并将格变到自己.考虑向量叫并进行旋转 
否 的 迭代. 这样我们得到一系列向量 a i : ^ u 4> 2 a u --. 因为基本格只包含了有限 
个原子，则在进行有限次旋转#后，点应该问到最早的位置，卩 f ai = m 为某个 
整数：于是角 p 有形式 2 m 7 r / n s m , n 为某两个整数（图 2 f 5). 因为向量…为平移向 
量,并且因为平移了'群为格的运动群的正规子群，那么所有向量叫，如^ <，…都 
足格的平移 t 考虑二:个向量 qi ， 由⑴和 ^ 2 ai . 如果向量 01 和 ^ rn 线性相那么 
金 便旋转了#的倍数的角 1 名虑 a 1: ^ a ! 为基胺的情形 T 这时为了侦得格的运动 
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群为离散，其充分必要条件是向量咖 h 按向* ^分解时具有有理的坐标.事 
实上，如果⑽ ■ 在基下具无理数坐标，那么，迸行一系列按向量 如] 的平 
移，在格的基木胞腔 中便包 含了无穷多个（原子）点，这与格的定义 I 乾下面我们 
要得到在基叫， ^a! 下的坐标的解析表达式.由图 27 我们得到： T 表达式 




(这里的^代表的角是⑦的旋转角 .） 从而 

OB _ I 
|aiJ 2 cos ip 

那么向量和坐标的有理性等价于 cos ^的有理性.由此我们重新得到^只能取 
值 ^/^ y 27 t / 3 , 7 v / 2 , 7 V . 

现在考虑在三维空间中任意使格不变的平移-设0为格的 d 个任意旋转，它绕 
点 o 且旋转 角为以 并使格变到自己.考虑进行这个旋转所绕的轴；以及与轴 nE 
交并经过 （） 的平面灯，还冇基本平移向量之一的向量⑴(我们现在对;其他两个基本 
平移向景暂时搁置一 边)， 当向落在平面 J 7 中的情形，则可逐宇逐句地重复上 
面的讨论…当…不在平曲/7中时，它在$作用下沿顶点为0,轴为直线！的锥面 
运动了将此锥投射到平面 "上， 我们便能乂重复前面关 ]: 向量在平面 iJ 上投影的讨 
论+于是定理彻底证好. n 

观在考察平面格开和群 H 2 ( R ) { Dh 上面所证的定理允 许我们 对任意（平移不变 

的）平面格的群 Ih ( R )( 0 ) 的组成进行完仝的描述.现在我们列出五个群使任意群 
块⑺) ⑼等同于这五个群中的一个 . 

定理20. 2 •(群 i ? s { i ?)^ 0 ) 的分类定理)，设 C n (n = l 7 mc ) 丧示由下面形式 
的71个元素组成 的群： 
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27 rk . 2 ttA : \ 

coy - sin — 

n n _ O^k^n - 1 , 

. k 2 ^k 

— sin —— con —- . 
n n / 

即群 cv , 由绕点 O 的，角为 2^ rkln 的旋转组成. _ j ' 是对任意 f _ 凹格/?而肓，它 
的群 H 2 ( R ) {{ y } 与群屮的一个相同，其中 U = WCG . 

这立刻从上 m 的定理得到. 

因此，平而格只能存上凼列出的||_:常对称的类型.我们指出，群 Q H 由恒同変 
换组成.如果我们现存:进音4、仅列出平面格的正常稳定群，还列出非正常的群，即 
全部的群 H 3 (/4 于是为此利用平面 I .的反射改变方向（例如在^轴内的反射).把 
此反射和群中元组合，从而考虑新群 ii 2 ( r ) - H 2 ( R) m un 2 ( n ) i yy 我们 
显然得到了平面格的全部稳定律的完整清单 

0 1, C2 ? f a 1 ^ 4 ? ; D~i' D2 ■. D、' D4' Dq ， 

其中 A 是 G 和一个一阶循环群的半自:积，这个循环群*由保持格的反射生成.因 
此 G c o h i = K DUCd 特别 a w 

容秘给出 证明： 这些群 中每- 个对应于在这个群作用下不变的平面格.我们将 
此作为3题留给读者. 

我们注意到.在所得到对称群的丧格中缺少/ 闪为平面平移不变的格在 

平面丄定义了+而的不冋阄案 t 许多装饰图案方面的专家对它们进行了数 IJ 年的研 
究.特别，在阿拉伯 K 术中曾数次企阁构造基于数字5的图案（即问构于 Q 的群 

^(^)(0})^ H 为这些努力没有任何结果，故而在阿拉伯的图案中引进丫基丁数5的 
所谓 “折衷 ■变形' 它在某 些地方 破坏了装饰的对称性. 

我们考虑任意平面的平移不变格.我们 Q 经描述过稳定群 H 2 ( R ) 所有叮能的形 
式. 如何做出佥部格的运动群 G 2 ( 及）呢？原来，存在有正奵17个互不同构的群，它 
们给出/所冇群 G Z { R ) 的完整清单，我们在这里将不 7 H 正明.这17个群中的毎- 
个都对应着具选种群 G 2 { R ) 的 f 面格.有意思的是，这17种图案也在古代就已显露 
出来 f (在主要的埃及装饰中 ) T 

我们现在转向-: 维格. 在这里的分类问题和完佘描述所有类型的群好 3(/?) 和 
G ^( R ) 比起平而情形大大地复杂化> 我们因而4、会详细地进行分类，而尨选择了最 
简单的问题：如何建立三维空间中所有有限正常旋 转群. 因为对丁任意平移不变的 
二维格而言，它的稳定群（恰如对称群 S s ( H ,)) 足离散的（从而是有限的）群，故而在 
做出群 50(3) 的全部有限子群的完全清单私我们则 PJ 估计 出二维 格的群 H ^( R ) {0} 
和怂⑻ w 的“上界”清单. 

我们先推出5维空间的袍限旋转群的某些表格.考虑条通过点 O 的育线（并 
假设 J 7 为垂直于 if 线/且通过点 O . 考虑群 CU 在平时" 中绕点 O 旋的 21/ n 角 
的循环旋转群）在平面"中的 作用. 很淸楚这个群转换成了绕轴/的整个三维空 
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间的旋转群 1 还是以字母 C fi 代表这些群 T 这甩 n - 1，2,3 ; … ，而 t 7 i 只是由恒同 
变换构成.赊了群在平而"上还右某个群的作用.平面77相对于/7中 
某条直线^的反射 ， 在二维空间中可以实现为绕这条直线1旋转角 7 T 的旋转 + 因 
此这个乎面/7的非正常旋转叫以补足为=维空间中的正常旋转.我们记如此产生 
的群为这样-来，群便由下面的变换 组成： 所有由了群 C „ 来的变换，除 
此之外还有绕平面 W h n 裉轴的所有二-维空间旋转角 ^ 的旋转：这〃条轴相邻 

间的夹角等于^ 应该指出，与群 Q 相同的群只由两个元素组 成：恒 

In ii 1 

同变换和绕平面 i 7 中唯一的直线的半旋转，故而这两个群同构.因此 ， 如果我们 

想要列出不同（不同枸的）群的表格，那么应该把 m 去掉.这样，得到 r 下而的表 
歹 IJ :(7 n , n 二 1,2, 3, ■ + ; I ?;, a = $ 3,1， ■ ■ ' 

除了这两个离散群的无穷序列外 5 在〒维空间巾还存 
在 - 鉴更加奇异的变换群.事文上，我们考虑在二维空间 
巾的五种正多面体（立方体，八面体，二十面体 ； 四面体 7 十 
二曲 体) .它们中的每一个都关联着一个正常旋转的有限群， 

它把这个多面体变到自己.以这种方法我们得到了五个有 
限群.但足在这士:个群中有相重合的.事实上，只有二个群 
是不同的：四面体群，立力体群和十二面体群.我们更仔细 
地考察 下这 个问题 + 在立方体中内接一个球面，在球闻中 lf |28 

内接一个八面体 5 使得八面体的顶点重合于那鉴立方体边 

缘和上述球面的切点（图 2 8).可清楚看出，所有把立方变到自己的旋转也必保持 
八面体 不变. 反之 也对. 因此，立方体和八面体的对称群重合（即同构).完全一样地 
可建立十二面体和二十面体的对称（正常旋转）群相同.我们分別以 T , 表示四 
面体，立方体（和八面体) 5 十二面体（和二十面体 } 的正常旋转群.我们可以算出（将 
其作力习 题留给 读者）这几个群分别为 12,24,60. 如果多面体的全部旋转群（即 
包括了非正常旋转）所得到的群 f /帝,？ 的阶分別为 24,48,120. 我们发现，我们所表 
示了的群已完全列出了所有正常的离散旋转群. 

定理 20.3, :: :维空间中有限正常旋转群的完整清单为 

o = 1，2，.")， 

Dh[n = 2 ? 3 , ■ ■ ■ ). 

其中为（循环）群，它由重复进行角为 Ct 的绕某轴/的旋转构成,其中 U 为 
^ jn , n 为 整数; 乃纟是问样的旋转连同关于 n 条轴的反射，这些轴是在垂直于/ 
的平面中：相互之间构成的角为 o : /2;r，iy,p 分别为保持正四面体，立方体（或 
八谢体)，和十二面体（或二十面体）不变的变換群. 
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证明首先我们已熟知 ； 在三维空间中非恒同变换的任意正常旋转为绕某条轴 
的旋转（见 §4.3). 丙此付个这样的旋转保持在单位球而 h 恰好两个对径的点不动， 
这是旋转轴与此球®的交点.我们称这两个点为旋转的极点. 

现在设任给了一个有限群 r， 它为 n 阶正常旋转群.于是其中正好有 .v -1个 
非恒等变换的变换.考虑它的极点+称 r 中保持极点 p 不动的变換个数〃为极点 P 
的重数1显然：这 r 个变换是绕对应轴以角 2 tt 斤的旋转的迭代.它是 r 中^阶的 
循 环了群 r v . r v 中的非恒同的变换的个数为 ^- 1 . 

观在考虑关于群 r 的点的轨道.我们将证明，重数为^的极点 P 的轨道的元 
素个数正奵等于 n 卜 亊实上，我们注意到，轨道上的每个元素都是具有相同重数^ 
的极点.这个论断由后面的简单 t 寸论得 出：设 r 中的变 換乂把 P 变到点 q , mBer p , 
即石使 P 保持不动.丁是变换 ABA -^ q 变到1反之 ; 如 T 为某个变换，使 g 变到 
自己, 那么变换 ATA 1 = B 将 P 点变到因此变换 r 具有形式 A -^ BA . 那么，在群 
r P 的元素和保持点 g 不动的变换7之间建立了——对应的关系 ； 从別证明 T 点 p 和 
q 的 S 数相等.以&表示保持点 P 不变的不同变换（包括恒同变换).我们 
假设在 点；? 的轨道中恰好有 U 个点（包括点 A 以…， q n 记这呰点. 现设心 为变 
换群 r 中的那个元 7 它将点 p 变到的 { z- y n ). :] 是下 面的这些不同变换穷 

竭 /群 r : … , LiS u , L 2 Si , L 2 S ^, ■ ■ ■ . ，… , L Tl Si y L n S 2i - ■ , L ^ S U . 

因此 ； iV =■ 这反过来表明这个重数为 W 的闲子.巾此，以〜表示在轨道 

中的极点数，它包含了最初的极点，而以&表乐它们中每一个的電数时我们便得到 

N = n c u c . 

现在来计算偶对 ( S : p ) 的数目，其中 p 为极点，而 S 为群 r 的非恒同变换，其 
中 s 使此极点 不动. 一方面因为群 r 中, V- 1个非恒同变换每一个正好有两个极 
点，故此数目为 2 (iV -1). 另一方面，对每个极点 P 具有％ - 1个非恒同变换保持这 
个极点不变（此处〜为极点的電数).于是这种偶对的数 目等于 ！：(％ - 1), 这用_的 
p 通过所有的极点.由此得到 


2 (N - 1) 二 ^{ y c - 1)〜， (1) 

这里右端是对群 r 的所有轨道求和，这些轨道包含了极点.因为 ；v = nw ' 于是以 
N 除等式 （1) 便得到关系 



⑵ 


我们来研究等式 （2). 如果群 r 只由恒同变换组成 ； 则 N = 1 , 无极点 . 现设 
A^ 2 , 于是等式（ 2 )的左端显然不小于1,但小 T 2. 由此容易得知在等式的右端小 
能少于两项.所以至少有两条轨道，此时轨道的数 H 不能大于3,因为否则的话右端 
的和数将会不小丁 2 +这样一来，存在有两条或者二条轨道 T 假设有两条轨道，这时 



, 晶体群和平面与空间旋转群的有限子群.不变张量的例子 
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等式⑺有形式 2=，^ + ^. 但两个整正数之和等于2只有它们每 - 个都等子: I . 

因此 ⑴ ] = 即 N . 这表明这两条轨道中每一条正好由一个重数为 
N 的极点构成、我们得到了绕〔竖直）轴旋 转的# 阶循环群， 

现在假设轨道的数目为 3. 于是 



我们把重数按其递增次序排列所有的这一_个数不能都大于2, 
否则我们就会得到丄+丄+丄+ 4 = 它与等式⑶矛盾.因此 , A =2.由 

1/2 I>g O 0 6 

此，丄+丄^ +盖.这两个数不能都因为此时在左端我们会得到不超 

1^2 i^3 Z iv 

过1/2的和1所以❿二2或 3. 考虑第一种情形 a =内= 2 ，iV = 2化.令 A = n . 
我们得到了两个重数为 2 的极点类，侮-类由 n 个极点组成，以 及另个 极点类/£ 
由两个重数为 n 的极点组成+显然，所得到的群与群％.相同（参看前面). 

现再考虑 h = 2 , w 土 3，- 1 = U 的情形.因为心>。= 3,故有下面的三 

0 iv 

种可 能件： "3 = 3, iV = 12; A = 4,^=，24 ^s = 5, N =60, 我们分别以 7' 呢 P 代表 
它们.就像我们现在看到的，这些记号不是随意的，它们是相应的正多面钵的群的记 
兮. 事实上，我们来考察: T 的情形，这时我们有两个类，每个类屮4个三阶极点（即 
重数 3) 构成1可清楚看出，一个类的极点应该是正四面体的顶点，而另一个类的极 
点为其对 径点. 于是得到了四面体的正常旋转群 I 6个重数为2的等价极点是由它 
的中心 G 投射它的边的6个中点到球面的投影，其中的这个球面内接于该四面体. 
现在考虑呢的 情形. 这时，一个类由 6 个四阶极点组成，它们都是正八面体的 顶点; 
因此我们得到八面体的正常旋 转群； 还有一个类由 8 个=:阶极点组成（对应于它的 
面的巾 心)； 还冇一个类巾重数为2的 U 个极点组成（对应于它的边的中点).最后， 
考虑尸 的 情形. 这时我们有这样- 些类： 由重数 5 的12个极点组成的类（它们是正 
—十面体的顶 点)； 由 2 0个重数为： i 的极点组成 ； 它们对应 T 20个面的中 心点； 由 
加个重数为 2 的点组成，它们是这个多面体的 30 条边的中点. 

冈此，这些群的描述和定理的证明已宂成. □ 

现在回到对二维格的稳定群的 描述. 先进行对某些新的群的考察.设万为相对 
于点的三维空间的反射，即变换 C 将点 X 变到点 - JT 显然这个正交变换改变 
了 的方向-另外/勺任意旋转可交换 ，即万 为群 0(3) 的中心的-个生成元 ； 用 
矩阵记号二-1，其中1足单位 矩阵. 丁是 50(3} 中每个子群 H 生成了群 0(3) 
中的子 群疗， 它由孖 加上所有形如 Bg 的元构成、其中 g ^ H, 显然，浮包含了奸 
作为它的指数2的子群. 

我们还要描述-种把镜像反射包括在有限群的方法.设 r 为在另一正常旋转群 
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中 中的指数为2的子群 7 而 R 群必的一半元素（记为属于 r ， 而企的另、半元 
(记为 V )不属于 r . 现将 V 中所有元素变换为中元.于是我们得个新的包 
含 r 的群，记其为同时作为这个群的另…半元素（即不属于 r 的那些元素）组 
成了镜像反射 + 例如，因为四面体群 r 在八面体群州中为指数2的子群，故而有群 

wr . 

定理 20.4. 三维格的平移不变的全部稳定群的清单（包括了 32个群，它们互 
不同构） 为： 

C 4 C 2 , C 6 C 3 ： niD f 2 , D f 6 L ^/ r 2 C 2 , / y 3 C 3 , D % C ^ D f n CWl \ W , f , w , WT . 这 
些群中的每一个都满足三维格的平移不变性. 

证明结合前面已证过的描述所有正常旋转的有限群的定理 ， 并进而结合描述 
包括镜像反射的过程，又最后注意到根据所允许的只有重数为2,3,4,6的极点的那些 
情形，便能给出证明.我们将不给出这些类比的所有细节. 口 

现在来考虑与具体的 张量场 有关的晶体群 + 我们局限于一个简单的例子：挑出 
晶体的一个宏观的性质，就像导电性描述了电场电压向量 S 和电流密度向量 j 之间 
关联那样.这种关联有下面的形式 

h = o - s k e ^ 其中 j = ( j k )\ e ^ (. e s ), 

而 ㈣ :)为物质的导电率张最 1 如果物质是各向同性的，则有 
4 kK ' 其中^为标量，即在此最简单情形中导电率只由 
一 个标量 a 给出.在一般情形，为一般形式的张量. 

考虑晶体的导电率张量，它由，中的立方体状的格描 
述，即为立方休晶体（閉 29). 我们认为晶体是理想的，从而 
格只充满了整个空间.遞，这个晶体的对称群特別地含有 
下面=个正交变换 

^ 0 1 o \ 〆 0 0 1) 广 1 0 0 

⑷二 - 100卜 a 2 = 0 10 ； a 3 = 0 01 

^ o o iy \-i o oj -i o 

即⑷ 为绕 Z 轴的角为 tt / 2 的旋转 ,a 2 为绕 y 铀的角为 tt /2 的旋转邮 为绕 X 轴的 
角为兀/2 的旋转. 

因为格开变到自己，故而这个对称运算保持了张量不变.我们把这种情 
形写成分析形式■以>1表矩阵 «); 于是4 = a^ar 1 = A 对 i = 1, 2,3都成立，计 
算矩阵乂1,得到 




KI 29 


1^0 2^0 33 
3 2 

11 21 31 
b°b 


2 ^ 1 ^ 3 ^ 


° a b 


2 ^' 1 ^ 3 ^ 




§21. 伪欧氏空间的二阶张量和它们的特征值 


■ 149 ■ 


由此得出 M 二巧= 4 = a 计算矩阵； 和石 j . 类似地可得出 ㈠ = 0,当 

(10 0、 

i / j ， 即最终有4 = (#) = a 0 1 0，即巧=其中 a 为标量.我们从而证 

_ V 0 0 1 / 

明了下面的 断言： 立方体晶体的导电率的迷向性类似于各向同性物质的导电率（即 

不依赖于方 向). 这个结论在物理上并不是显见的，因为在立方体格的情形我们会预 

料在立方体边的方向 fc 的导电性不同于对角线方向的导电性. W 此我们显示了对称 

群 S Z ( R ) 性质的重要应用（虽然是简单的)，这个性质能出人意料地降低张量 «) 中 
独立的分量数目. . 

§21. 伪欧氏空间的二阶 张量和 它们的特征值 

1. 反称张置.电磁场的不变量 

我们考 查重要 张量的 例子： 闵可夫斯基空间啤 3 中的二阶反称张世.特別：电 
磁场仏 是那种我们采用相应的术语“张量场”的张量. 

定义 21.1. 张量场 F T:jt 的不 变量是 指特征多项式 

■ P ( A ) = — Xgik ) (1) 

的系数 ； 其中为闵可夫斯基度量. 

我们引进电场 E 和磁扬 H ， 其中 

= F {)rk , ft = 1,2,3; 

-H 1 = F23, —H 2 = F31 . -If ：i = Fi 2 . 


由此得出 d = 母以相似的方法计算 A ^ A ^, 我们得到4 4 =： &群 S 3 ( M ) 

包含了三个变换 

’ -1 00 、 

卢1 = 0-10 

\ 0 0 V 

亍是汍为绕^轴的角为 fr 的旋转冼为绕轴 I 的角为 K 的旋转 ，馬 为绕 y 轴的角 
为 7T 的旋转.此时格乂变到自己 7 这给出 ，关系 石 = ^A^- 1 =A, 1^3. 计算矩 
^ A , 给出了 



A 


3 


^ 4 


utr 

11 21 31 

abb 


1^2^^^ 


1^2^ 


3^ 


11 21 
b b 


3^" 


11 


( 2 ) 
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那么 ； 矩阵因此具下面形式 


^ik 


/ 

0 

E ： 

e 2 


\ 

■ 

~E X 

0 

—孖 3 

H 2 


■ 


F 3 

0 

-IP 

• 

b 

V 

-芯3 

- H 2 

H 1 

0 

/ 


引理21丄张量仏的特征多项式为 


⑶ 


P ( X ) = - A 4 + ( E 2 - H 2 ) A 2 + < E ， H ) 2 , (4) 

其巾 | E | 2 坞 + EIIHI 2 : (万 1 ) 2 + ( H 2 ) 2 + (// 3 ) 2 ,{ E , H }^ EiH \ 

证明经过直接计箅矩阵 - Ag ik ) 的行列式就可得到，其中 F ijfc 有形式 （3). 
借助于下面所证明的定理 21.1 可以容易得到 M 外一个证明，这是个关于在伪欧氏空 
间中关于它的反称张量标准形的定理1 □ 

注虽然在所给点上是反称的，但由于度量的非欧性，一般说来它不能通过 
洛伦兹变换化为标准的块状形式. 

将公式 （2) 转化为微分形式的表达方式得到 


F — ^ Fijdx 1 A dx j 


= E a dx° A dx LV - H l da? A dx ：i - H 2 dx 3 A dx l - H^dx 1 A dx 2 . ⑹ 

向量 E 和 H 是相对于乞维空间 { x \ x \^) 的旋转而言的向量. 勸以 为张 
量 ; 那么在洛伦兹变换 



下，其中: r 1 ) = d ， 〆 =以，向量 E 和 H 为 



⑹ 





H 1 = H r 



(7) 


在给定点上张量/^构成了六维向量空间 • 我们要解释在此空间中算子*是如 
何作用的. 



_ §21. 伪欧氏空间的二阶张最和它们的特征值 

引理 21.2. 成立公式 

3 

A — E ] dx 2 A dx 3 — A dx l - E ^ dx 1 A dx 2 , (8) 

a—L 

其中 f 的形式为 

F = E ^ dx ^ A dx ° — H ^ x 2 A dx z — H 2 dx ^ A dx 1 — H ： i dx r A die 2 . 

证明算子*作用 如下： 

- l ^ tmF bn -, F 1 ^ - g l Pgh ⑼ 

这里的外；为闵可夫斯基 度量， 



张量 _ F 〜 有形式 

= ~E a ; F^ = F q)3 , o^ = 1 , 2 , 3 . ( 10 ) 

凼此立即得到了引理的断言， □ 

推论作用于二阶反称张量的双重*运算等于-]， 

ap ^ f ) ^ - f . 

令 

(a \ bi)F = aF F ( 1 上 ) 

给出了反称 2 阶张量的空间 R 6 —个复线性空间结构. 

由于上述推 i 仑，这个定义是合理的 F - F . 我们从而得到了三维的 
复空间 C 3 . 

注我们将认为 E 是 F 的实部, H 是它的虚部.这与前述定义并不抵触了事实 
上，对 E + ?: H 乘以 i 有 

KE + iH ) = — H + 

由于有引理21,2 ? 这完全是算子*的作用.因此，令 

产 = E a 十 Ur ， a = l ,2 : 3, (12) 

便能引进了 C 3 中坐标 
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算子*对于群 50(1,3) 中变换不变.于是最 后的这 个公式是我们的空间 C 3 的 
复线性变换.进而容易看出，它们保持了二次型 { F ， F ) 不变，现在给出其定义如后, 
为此首先注意到 F 和 FhF 都是(0 ; 4)型反称张量，并且因为闵可夫斯基空间 
是四维的，故这两个张量中每一个的所有（非零）分量都相等（差一个符号 ) i 直接计 
算给出 

( FA ^ F) 0i2 s = \ F ^ F ' k \ ( FA ^)0123 = 

标量 ^-( FAF ) W 的任意线性组合仍是标量，故而二次型 

{. F , F ) - * ( Fa * F -\- iFA F ) 

= (13) 
对于群 SO ( l ,3) 中变换不变.用坐标写出这个形式，我们存 

；5 

{ F , F ) = — JJ 2 + K 2 + 2 z ( E ; H ) - (E 4- iH ) 2 = J 2( z a .) 2 (14) 

rr— 1 

(其 中妒二 m \ H 2 = IHp ). 于是，形式 （13) 为复三维向量 E + ^ H 的标量式的 
平方. 

空间 C 3 所保持这个标量平方不变的复线性变换，类比于实的情形被称做复正 
交 7 它构成了 个群， 我们以 0(3， C ) 记之；不要把它与 U (3) 混同. 

因此，在2阶反称张量的空间中所引进复结构便定义了洛伦兹群到 
Of 3 7 C ) 的一个 同态. 

而且量 Re { F , F ) = B 2 - H 2 , ^ ( E , H ) 为电磁场的不变量. 

现在来分析用洛伦兹变換化2阶反 Id ; 张 M 为标准形 + 

定理21 丄 1) 设 ( F , F ) ^ E 2 - H 2 ^2 i ( E , H )^0. 

a ) 如果 { E , H } ^ 0, 则洛伦兹变换可以把张置 F 变到这样的形式，使得 E 
和 H 平行且都不为零. 

b) 如果 〈 E,H> 二 0, 五 2 - / 0, 则可将张量 F 变成这样的形式，使得当 

五 2 —尺 2 > 0时 E — 0, H = 0,或者当£ 2 - 并 2 < 0时 E = 0, H 〆 0. 

张量 P 的标准形式在这两种情形下都为 

0 f 0 0 \ 

- E f 0 0 0 

0 0 0 - H f ' ( 15 ) 

0 0 H f 0 / 

其巾五 /2 ^ H !2 = E 2 - H 2 , E f H f - { E , H ). 




§21. 伪欧氏空间的二阶张量和它们的特征值 


，153 - 


2) 设 〈 F , F 〉 二 O f 即五 2 - J 7 2 二0, < E ， H > — ( h 于是经任意洛伦兹变换向量 
E 和 H 仍相互垂直并且有相同长度. 张量 在这时可化为 





0 o \ 

-E 0 
0 0 
0 0 / 


⑽ 


证明 後 [ F ， F ) 丢 Q . 今 F = c + n , 其中 n 为 C 3 中的单位向量，即 c = ^/{ F \ F ) 
且 ( n ? n ) = 1,用 SO {3 X ) 中元旋转（这种旋转是洛伦兹变换）把向量 n 可以变到其 
他任意一个向量 ; 特别变到实向最我们表示 c 为形式 W + iH f -, 新的电场向量有 
形式 


E' - E f n\ (17) 

而新的磁场向景的形式为 

H f n\ (18) 

因而 d = E r2 - fT 2 + 2i(E/,U r ) = {F, F)= 五 2 + 2^ E , H ). 向量 E ' 和 IT 平 
行.我们选取 V 为 P 轴的单位向量：则我们得到了标准形 （15). 定理 21.1 论断 1) 
的 a > 得证. 

如果 < E , H > = 0,则 < E '， H '} = { E , H } =0. 因此或者 F ，0,或 = 0,从而 
论断 1) 的 b ) 得证：如果^ - > 0, W ] H f - 0; 如果五 2 — / f 2 < 0,则拉 = 0. 

最后我们证明2).50(3) C SO(l^) 中的实旋转可以使得向童 E 指向/轴的方 
向. 于是向量 H 位于 ( z \ z ^) 平面中+在此平面中的旋转可以使它指向^轴的方向. 
定理证完. n 


2- 对称张量和特征值.电磁场的能最-动置张置 

设 A 为闵可夫斯基空间中(0 7 2)型的对称张量，而此空间的度量为奶^ 

定义 21*2. 称方程 


^ Xgik ) = 0 


(1(J) 


的解为张置 T ik 的特征值. 

我们记得,这些特征值 A 为算子= g ^ T jk 的特征值.相应的特征向量由方程 
组 

T ih $ k = Xg ik ^ 7 P ( X ) - 0 (20) 

的解 定义. 因为度量的伪欧氏性，-般说来矩阵 Ta 不能由洛伦兹变换化为对角形， 
我们要详细地分析在二维闵可夫斯基空间哟中对称张量的类沏.有下面定理. 
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定理 21.2. 1) 如果方程 P(A) = 0 有两个不同的实根 A 0 尹 Al ， 则矩阵 T ik {\f] 


洛伦兹变换）化为 



( 21 ) 


2) 如果方程 P(X) - 0 有两个复共轭根 X x =a±ip, 则矩阵^可化为 



㈣ 


3) 如果方程 P(X) = 0 有两个相同的裉 A 0 = Ai = A, 则在任意坐标下矩阵 

r lk 冇形式 

(=- 二)， ⑽ 

这 M 的 // 不是张 fi 的不变量，并且 1 般说来，不能用洛伦兹变换化为 0. 

证明 设特征值 # A: ( 实或复）不相同.它们对应了两个线性无关的特征向量 
心 ，匕它 们满足方程组 (20). 我们指山，这 些向董 正交：我们有砧 ?= 

故而 灿 a 迖= o' 假设 A 0 # A 力实数.那么其中一个特征向量 
是类时的，而另一个是类空的 . 将其选为新的坐标轴 ^ 我们则得到了定理 21,2 的论 
断 1) 的证明 . 

假设 = a i ip y 其对应的特征向量也为复共轭，即分別为 a +必和 
a — 也 对这两个向量以下面条件法化 


{a 4' ib, a + ib) = (a - ib, a — ib) = 2, 


与正交条件 (^6) = 0 一起给出了 


(a,b) = 0 ? (a, a) + (b : b) = 0. (a ； a) - {b, b) = 2, 


由此 H 2 = 1， l&P = 

现在假设、 = 

这样的 向董有 两个，那么矩阵 7^ 可转化为对角形 


-1, 在基下张量 （ Ta) 有了形式 (22). 论断 2) 得证. 

Ai -A* 我们假定特征值 A 恰好对应于斗特征向量《，（如果 

A 0 

0 -A 


，即为 （ 23) 中 M = 0 


的情形 ■) 我们指出4是迷向叫董- 事实上 在相反的情形下, f 的正交补向量就会是 
特征子空间见不包含 f 因此旧 2 = 0,并由此得到 

(f 0 ) 2 -奶 2 = 0 4 # 

(如果 f 二 -e 1 , 则还需进行反射 )i 方程组 （20) 因而可写为 


Too H - = A ? T 10 + Tn = — A . 
由此有 T 0 o -A + Mf T n = -A + ^,T 0I = = 定理得证. 


在映射下张董的行为 
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假设为在闵可夫斯基空间中的反称张量.由张 ： a 我们可以构造出 

对称张 S 7 U ， 这时令 

T ik - — (-’H + 土 . (24) 


如果为电磁场张量，则称张量 为场 F ik 的能量-动量张量+利用由公式 （2) 
定义的三维向量 E , H ， 我们得到 


^00 


E 2 + H 2 
Sit 




47 T 


[ E ， H ] 


T a( 3 = — {-E^- H n H fi -h ^S a0 (E 2 ^H 2 )}, a, ^ = 1 , 2 , 3 . ( 25 ) 

称阶 = TflG 为电磁场的能量 密度； 称向量火 = -7、为坡印廷 向量； 称:- 1 ：维张 
量7^ (Ka^3,K/?<3) 为麦克斯韦应力张量. 

我们来研究芡于把由公式 （M) 定义的能量-动量张量化为标准形的问题.根据 
定理 21.1, 我们化张为标准形，在 （15) 的情取有 E 二 (^0 ? 0) 7 H= (F，0,0), 
那么张量7^便具有对角形 




(26) 


这里所有特征值等于 ± W . 而在情形 （ 16), 有 

E - (^0,0), H = (0,0, J ^), E - H , 

由公式 （25) 我们得到 

W 0 -W 0^ 

0 0 0 0 E 2 H 2 

-WO W 0 4tt 4tt 

0 0 0 0y 



(27) 


这种情形对应 于定理 21.2 的最后一个论断（公式（23))，// = IV 为电磁波的情形.能 
量动量张量此时不能化为对角形；它所有的特征值为0, 


§22. 在映射下张量的行为 

1. 具下指标的张置的一般限制运算 

设给出从具坐标 : r ' … ， x 一的 m 维空间的区域到具坐标 d ， …，，的 n 维 
空间的区域的映射 F 为 
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x % — x i ( x 1 ? )i I = 1, - • • y n . (1) 

那么在空间 （/,■■■ t ，） 中 (0^) 型的每个张量 7^ a 对应于“带撇”的空间中的 
张量 


n 十 " W ， …， 〆 ）= 



dx ik 

Qx if k 


(A 


X 


9 ^ b 


，: o ). 


( 2 ) 


我们把验证 W 为 （0, fc ) 型张量留给读者， 

因此,(0，/0沏的张量被映射的方向与空间之间映射的方向相反， 称运算 为张 
量的限制运算. 

例 22*1. S 在 n 维空间中给定了度 量阳和 m 维曲面 

? = x \ x lf r ^ i = I , ■* ,n. (3) 

于是应用限制运算我们得到在曲面 （3) 的度量 奶 、其中 

这是曲面所在空间的度量在此曲面上诱导的度量（参看 §7.3). 

现在考察 (0, k ) 型反称张量 Tk 、 在 k 维曲面 f =尸 (/ ，…,^)上限制的 
情形，其中这个曲面是在 n 维空间中的.这个限制运算的显式表达式在我们的反称 
形式的积分论中有用. 

定理 22 丄限制丁 A 维曲面 d 上的形式 


Ti 7 .,. i ^ dx n A ■ - - A dx ik 

ii <___<4 

成立下面等式 


^2 T ii A ■ ■ + A dx ^ = ^2 J ry " ik T il ... ih dx 1> A … A dx k! ， 

其中 J 沁、 为矩阵的 A 阶子式，由 U , …， i k 列组成 ■ 

证明 根据定义（2)，有 


㈣ I 一 “g ： 

利用 7 V .4 的反称性我们可以将上式右端化为 


dx th 

dx k! 


Ti 、， 



dx il 

dx ^ 


dx ^ 

dx k， 


=E h(Z 裤)發 

h <-<ik \<r€S k . UiL 

= Z U 、， 

ii < … <ijc 


dx itr ⑻. 
dx kf 


⑷ 


(5) 


从而定理得证. 


□ 


2 . 切空间的映射 

一般说来，不能定义相应于空间之间映射的只具上指标的张量的映射.但如果 
给了映射 F : ^ = …， 〆 )，〗 = 1，+、％则可定义在点（ 〆 ，…，产]的向量 

空间到存:点/以广…二1,…， n 的向量空间的映射纪 . 这个映射的构造为 

( F ^ T ) [j；! 1 ~ ^ ~ Q ^ ^ C ^ 1 ' '■" > xt,r， ) ' (6) 


相_似地可以对 （M)) 型的张量构建映射疋，因此切空间映射按相同于映射 f 作 
用“方式进行，常常称切空间的 映射巧 为映射 F 的微分. 

如果 P 是空间中的光滑函数 ； 则疋为在每点的切空间到实直线 IR 的线性映射， 


即向量的线性形式.这便是在通常意义下的微分= 



在向量扬上映射 K 不能（整 体地） 定义： 如果点 A 和尸2在映射 F 下 映到同 
一个点 A 则从点 P 将发出两个 向量: &了(巧）和 F,T(r 2 ),T = (T £ ). 

如果光滑映射 F 是相互 一的， 且映射 F - 1 光滑，则可以定义且为切空间 
之间（在相应 点上} 的同构.称这样的映射 F 为微分同版 

习题 22.1. 证明对于微分形式 叫> 2 和光滑映射 F 成立公式 

A oj 2 ) = AF ». 


§23. 向量场 

1. 微分同胚的单参数群 

设在空间区域中给出了向量场，它在坐标(^ 1 , ■ - y x n ) 下分量为疒=夕«..-， 
^ n ). 每个这样的向量墒都相伴了一个自治微分方程组 

土 ⑷二以卜 1 ⑴ :… ,x n (t ))， i = 1 7 … ， n. 

_ dx l ⑴ 

^ = ~ dt ' 

称它的解 x l =xHt) 为向量扬 f 的积 分曲线 ，以 

F/(4, … ，邱）二？ (2) 

表示向量场 f 的以 

— (3) 

为初始条件的积分曲线 .( 由常微分方程的理论知，如果函数 ehv .. 光滑，则 
存在满足 （3) 的唯一的解 (2).) 

公式⑺给出/我们的区域到自己的映 ij 

Ft ' (匈。4… ，吨)，… … ,0)， 


⑷ 
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它依赖于参数 （ （沿积分曲线随时间 （ 移动 ；). 由常微分方程埋论知道，映射 F t 在已 
知点（4, … ，对）的邻域中，对小的 t 有定义,并且局部为微分同胚.男外内为恒同 
映射，而微分 同胚朽 构成了局 部群： 


F UYii - F l o F,, F- t = (F t ) 




“局部群”这个词表示，如果这些等式两端对相应的参数值杯 s , t -{ s 有定义，则这拽 
等式成立> 我们得到了局部甲-参数的微分同胚群，它与场 f 相关联. 

当 （ 小吋 ； 映射 K 的显式表达为 


…， xj]) = 4 + ^(^0^ ■ ■ ■ 7 x 0 ) 0 ⑷. 


⑼ 


仵这个精确度下，映射 K 的雅可比矩阵具形式 

⑹(0十， 


^0 

它的逆映射的雅可比矩阵有形式 


dx J Q 


0(1} 


⑺ 


Ox 


t ) 


dx ^ 


s I 。⑴ 


⑻ 


反之，如果我们有了微分同胚巧=(巧，… , F ； 1 ) 的学参 数局部群，于足照此唯 
地恢复了一个向量场 





称这个向 S 场为速度场. 

例 23.1. 考虑有坐标 ( x ， y ) 的平酎中的单参数群，它是由绕坐标原点旋 转角尤 
组成.于是映射巧有形式 


我们有 


X = Xq cos t — yo sin /， 


dx 

dt 



y = xa sin t + cos t. 


dy 


dt 



$ o _ 


因此，在笛卡儿坐标 z ，?/ 下速度场二1，2为 




( 10 ) 


( ii ) 


§ 23 . 向置域 
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这个场的积分曲线为岡常数（图 30). 


2- 向置扬的指数映射 

对应于向量场的微分同胚 F t ( x ) 的单参数群作用 
于光滑函数/ = fix ), 其规则为 


(F t f)( ： x) = ( 12 ) 

例如，我们考虑在直线上的单参数位移群 =. T 十 t . 
它的向 M 场 C 为常值向量.变换 （12) 便为 

= /(2+作 (13) 



对]'解析函数 f ( x ) (即在任專点; c 的邻域中展开为收敛的 
幂级数)，对小的表达式 （13) 可以用泰勒级数表示 

(F t f)(x) - f(x + 0 = m^tnx) + ^rix) + ■ ■ ■ 


__ 

\ n - 


f ( 工 ） = 





推广这个汁算结果，我们有 

定义 23.1- 称算子 


exp (^) 


2 




+n 



〔15) 


为向量场 6 的指数算子 ， K 中士按场纟的方向的导数（公式 (17.16)). 这个算子 
在函数 /( a ) 丄的作用由等式 


exj)(i^)f(x) =-- f(x) + td^f(x) 4- + …. (16) 

定义.这个表达式对那些使右端的级数收敛的函数 /( t ) 和 t 有定义. 

命题 23.1. 对解析向量场(即所有的函数夕 ㈡ 1 ,是解析的）和解 
析函数 f ( x \ 向量场 f ( z ) 的指数算子对于充分小的 t 重合于算子 02): 




(17) 


证明 考虑这样的点 i ■ +，#)，使场 f (4 不化为零.根据方程组 （1) 解 

的存在和唯- 性定砰 5 在此点的某个邻域内 N 〗 以作坐标变换 

?二 ?("【，■■ + , y a ), i = U +-- , n , (18) 
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使得在新坐标下方程组⑴ " PJ ■以写为 

沪=1, f = r -0 (19) 


(参看 [30]). 对于具 解析冇 端的方程组，变换 （1 S ) 可以选成是解析的.形如/⑻= 
f ( x ( y )) 的函数，当 f ( x ) 为解析时也是解析的.在新坐 标下， 等式 （17) 有形式 


3 


oxp 


dy l 


八以=/0/十 t ， y 2 , …， y n ) 


这可直接由 （14) 得到 . 命题证完. 


□ 


习题23«1.计算算子 exp 


(ax + b ) 


d 

dx 


3. 李导数.例子 

设 （ = ( f ) 为向量场， K 为对应的微分同胚的单参数群， rH 为 ( p , q ) 型张 
量 • 由于映射的相互--性，定义了张景由坐标 W ⑴到邛的变^规律.对于张量 


从点⑷,…，/⑹转移到点 - 我们得到了表达式 


时0 


( 20 ) 


定义 23.2. 张置 T ； l ；^ 沿向量场《 的李导 数是指表迖式 



( 21 ) 


于是，李字数度董了张量 T ；^ 变化的速度©这种变化是映射％给出的空间 
形变引 起的. 闵为朽 T 对每个 i {^是 ( p , q ) 型的张量，从而 LfT 也是 ( Ph g ) 型的 
张量. 

我们想要得到李导数的显式公式.为此，利用公式 （8) 和 （9) 重写 （20) 到。⑴ 
的精度.我们冇 




h … Jij Ox 1 


+ o(t). 


( 22 ) 


⑦在连续介质力学的理 论中， 称表达式 ifr/dT ^ dT/dr + 为 T 沿速度场 e 的 “全 导数，，，这 

里的 : r = 为任意向量场. ’ 



对 （22) 作关于 t 的微分并令 it = 得到 


碎:::: 


dx s 


了……: 


+ O 


J 2 " A ㊀ x J i 


+ 了: 


dj k 

dx ^ 


DC 1 

dx l 


h ••-入 dx l 


( 23 ) 


例 23,2. 零阶张量即标量_我们有 

k 卜 e 


dx { 


灸 /- 


(24) 


我们得到函数/对方向$的方向导数 t 即函数沿 向量场 的导数如果= 0,则 
函数/沿向量场 （ 的积分曲线为常值.这样的函数被称为场€的积分或者称为对 
应的方程组 F , X -) 的积分，例如在第1小节中考虑过的例子里，函数 

fix , y ) = x 2 -\- y 2 便是积分. 

如果/为向量场 f 的积分，则这个扬的积分曲线完全位于水平面/«■ ■■， 
f) 二常 数中； 显然，这个场 f 切于这些曲面.这允许把原来的方程组# = O 1 ，-、 
O 的阶从 n 减少到 n -1, 这是由将它限制（即限制向暈场 . 在超曲 

面 脱…， ）= 常数上.我们 知道， 这个超曲面的维数等于 ^-1. 就逛说，向量 
场 （的 限制这个简单的几何过稈对应了在微分方程理论中所熟知的命题，即给出了 
方程组的首次积分则可降低其阶数 1. 

例 23.3* (1 ? 0)型张量，即向量+设 r? =㈦）为向量场.因此由公式 （23) 我们 

得到 




drt 

dx ^ 


rf 


Qx ^ 


(25) 


由此得到 


~ ~ L rA- 


m 


我们耍解释向量场 La 是如何作用于函数的.我们有重要的定理. 

定理 23.1. d L ^f = d ^( d v f )- d v ( d e f ) =咚，叫/,所以，算子％和^的换 
位子仍是一阶微分算子 ； 即向量场 La = —L 心 
证明显式地计算换 位子战 ，木] 




i 2 l \ 

dx i J 


— drj 


d 2 f 

n ^ 


dx i J 

T? n 

dxJ dx l 



dx ^ 


% 


df _ 

dx % 




这里 


Q ; dx^dxJ 


°， 剔为為 


SL - 证完. 
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定义 23.3. 称向量扬 [^ V ] = L cV 为向量场 f 和^的换位子. 
我们注意有莱布尼茨公式的完全类比的公式 


L dfv) = f^v + 

利用公式 (25), 由直接计算便得出它的证明. 

由此公式立即推导出 T 面的 定理， 

定理 23,2. 设在 IT 中给出了一组光滑向 量场 匕…为/存在一个坐标 
系 V 1 ，…便得向量&切于坐标轴 ( y ^) J 二1,…：馭必须满足下面条件 


~ fjk^j + (27) 

其中 /j? 为点的标量函数. 

证明如果向量场&为坐标系的基坐标向量勺，于是 7 闪为 a 。- A, a 

d ^ k = 故 fc 乂幻 = 0 . 如果 G = f 3 W 小 q 为基坐标向量，而 Mv ) 为点 

的光滑函数，于是 




f 霉 ek - h 



dy 


k e y 


令 


• C ) 

,?k 


h 

fj dy k 


A 2 


L 便得到所要求的 关系. 


例 23, 4 . (0,1) 型张量 4 即佘向量.根据公式 （23) 有 


对于函数的微分乃=我们得到 

结论取李导数&和取微分可交换 

L ^{ df )^ d ( L K S ). 

例 23.5* (0,2) 型张量阳 ， 即双线性 ® 式.我们有 


(28) 


(29) 


(30) 





9 kj 


d^ k 

dx i 


d^ k 

+ m 



(31) 


称张 m 为（小）形变 张置. 它描述了空间的度量叫在小形变朽下的变化， 

其中的朽由向景场 f 定义. 特别，如果度量是欧氏的，阳=心，则张景叫彡有形式 

cm 517) 

tJ U 十 dW 


( 32 ) 


§ 23 > 向量场 
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例 23.6. U •算体积元或 yAd ^ A … A dx n ) 的李导数.裉据公式 


(23)， 




k ( h/ll 

dx k 


ii 


- ••k + viol ( ⑸ 2 …心 


iK k 

dx ^ 




k d 士 


.(33) 


公式（叫的右端括 9 里面的表达式等于 .4( 见3题1&5).故而 （33) 的 
右端等 T (Xl 


1夕乞 … in = •••in 


k 施 丄玫 

— h 


dx k 


Ox 




89 ㈣ + 0 ^ 

dx k dx l 


然而右端括号中为形变张量的迹 Tv ( u im ) = g ^ u im 7 这里的由公式 （31) 定义 
子是最后得到丫体积 W 的李导数的表达式 


[((Vl"lhl."frL ) = 2 ^ U itn ■■■irx m ； 


(34) 


其中右端为形变张景 


-t?7l 


的迹.在欧氏情形 


&时 ，形变张量的迹为 




习题 

23.2. 证明李导数的莱布尼茨公式 

L^(T^R) - {L{r)c^R-\.T^{L^R), 

其中 T，/? 为任意两个张量. 

23.3 ■设吻为两个微分形式.证明 

L 迄 (oji A0J2) = {L^wi) A u ；2 -f- A (L^oj 2 )- 

23. 4 ， 设 F 为区域 i7 到 IK 域 F 内的微分同胚,; ^,X 2 为（/上向量场,1；= 
F；(l) 为V上的相对应的向 量场. 证明 凡 [ XlX 2 ] 二 [ Hi ]. 

23.S ■设 F t ? C s 为微分同胚的单参数群 y 为其相应的向 M 场.证明微分同 
胚朽和 （7., 对仟意的 i 和 s ⑴交换当 且仅当 X和 r 的换位子等下 零. 

M . 6 . 设 ■ 1， ，X„ 是在 n 维 K 域中线性无关的向量场，其中 [ X ^ Xj ] 二0,证 
明，存在（局部的）坐标系（V，… ； F) 使向量场足切于第 f 个坐标轴办 i ( ^) ，好. 
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§24. 李代数 


1. 李代数和向量场 

定义 24,1. 在向景空间 V 中给出了一个反称的双线性算子1 ; 1 ; 如果它满足雅 
可比恒等式 

h C]] + [fh [ C , f]j + [ C , v]} = ( i ) 

则称其为李代数. 

注对任意 f G K 我们引进算子 ad 这是个线性映射 ad f : K — P 令 
ad ari ) = 雅可比恒等式表明映射 atU 就像在代数中所说的那样，是李代数 F 

的“导子 :; (即满足莱布尼茨公式） 


ad i([v,C]) = [ad ^(-??) ? C] + [y y ad {(C)]- ⑵ 

例 

24丄三维欧氏苧间在向董积的运算下是个李 代数. 

24 . 2 .设1/为某个线性算子的代数，那么^可以转化为李代数、只要令 


[A, BA. (3) 

可以证明对这样的拈号雅可比悄.等式成立.我们有 


[A,[B,C]] = A[B,C\ - [B ； C\A^ ABC- ACB - BCA -J- CBA, 

[(7, [A "]] = CAB - CBA - ABC + BAG, ⑷ 

[B, [a /!]] = BCA - BAG - CAB 4 - ACB. 


把这些表达式相加等于零 . 

注在李代数中算子 [,] 常被称做换位子， 

推论1所有 n 阶矩阵的空间 M ( n ， K ) 关于换位子 


[A, B]= AB- BA 

是〜个李代数. 

推论2在空间的区域中的向量场夫于换位子 

n ^ 3x3 1 o x j 

枸成一个李代数. 

推论 2 由定理23,1推出.向量场的李代数被理解为是无穷维的. 

设在空间区域中给出了某个曲面及切于这个曲面的向量场6^子是成立 

定理 24.1. 如果两个向量场切于某个光滑的曲面 7 则它们的换位子也切 
丁这个 曲面. 


(5) 


⑹ 
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证明因为仟意曲面可以（局部地）表示为超曲面的交集，故而只竖对超曲面 
/Or 1 , …，: O = 0证明定理就足够丫.不失一 般性， 可以认为此曲面由方程 


F = 0 

给出 t 场 f ^切于此曲面表明 

d ^ f \ f=n = d v f \/- A \ = 0. 


⑺ 


对 r 形如 （7) 的曲面：这个相切的条件为 

n ^=0 = ()， = 0* 

于是对干换位了 1 [^ v ] 我们有 


[^ vY l =i 


dr } n 

dx k 


V 


然而如果 
证. 


0 t 则当 k^n 时有 


dC d ” 


dx k dx k 


dc 

dx ^' 

- 0. 故而 J }] n U ： 


⑻ 


0. 定理得 


推论切于某个光滑曲面的向量场构成了所有向最场的李代数的子代数. 


2. 基本的矩阵李代数 


前面考察过的每个线性变换群都关联了矩阵李代数.群的申位元处的切空间就 
是这个李代数的空 间； 换位子即通常矩阵的换位 

我们来列出最重要的矩阵群和它们在单位兀的切空间.在单位元的切空间将用 
与群的记弓相同的妃号表示，但用小写的字母. 

1) 特殊线性群 SL(r i; R) (或 SL ( n , C )) 为行列式为1的〃阶实（复）矩阵群.在 
单位的切空间(或 ^ l ( n , Q ) 为其迹等 T 零的矩阵空间 . 

2} 旋转群 SGh，R ) (或 SO ( n ,€)) 为行列式为1的实（或复）的正交矩阵 的群： 


A r A = 1 7 dfit .4 = 1, A e SO(n,W) (50(n,C)). ⑼ 

那么 邓 ( n ， Xn ， C ) 为反称矩阵的代数（实或复的） 

X r = —X, X € so(ji, M) (so[n ， iiy). (10) 

3 ) 伪正交群 soo , q ). 设 t ?=( 叫）为空间 + g = n 中的伪欧氏度 1 群 
SOij ' q ) 为行列式为1的实矩阵 A 的群,它保持形式 G = (叫)不变 

A t CA = G, ,4 = 1, A e SO(p,q). (11) 

这时 so(p, q) 是那样一些矩陈 X = (g ) 构成的代数，它们满足 

GX+ X T G =0, ^ € so{p,q). 


( 12 ) 
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或者 

gijxi-1-xjgjf, =■- 0 . ( 13 ) 

最 tf 面送个等式意味着矩阵 GX = ( v - ik ) 

_ 

^ih = g - i^k (14) 

为反对 称的. 这些等式建立了空间 so(p, q) 与所有反称矩阵 （n = p + g 阶）的空 N 之 
间的问构1 

4) 两群 〖/( n )， 即 n 阶酉矩阵的群 

A t A = 1, A G U(n). (15) 

代数 u(n) rfl 反埃尔米特矩阵组成 

尤 T = -X, X G u(n). (16) 

5) 特殊酉群汾 7(,4 即行列式为1的酉矩阵群.代数 su [ n ) 由迹为0的反埃尔 
米特矩陴组成 

= _X 7 Tr X = 0, X G su{n), (17) 

6) 伪酉群 f / hg )， 即复 n 维空间屮线性变换,其中且它保持内积 

P n 

(a) = ~~ XI ^ 峽〜. ? ； ( is ) 

i — 1 

《 = (>Vi. ,x 71 ), 77= (y 1 ，，H n =p-\- q 

不变. 

如果 G -： (fc) 为公式 （ IS ) 中的矩阵，于是对群 f /( p , q) 中的矩阵 A 有 

A r GA = G, A e U(p,q). (19) 

从而空间 u(p.g) 由那些矩阵 X = (#) 组成，它们满足 

G'X + X t G = 0. (20) 

空间 u(p, q) 同构地与反埃尔米特矩阵的空间相 联系： 矩阵 X ) e u(piq) 对应于反埃 
尔米特矩阵 ( u ik ) 

u ik ^ 9i 3 ^ ^ki = ~u ik . ( 21 ) 

7 ) 群 SV{p,q) 是群 U{p, q) 的 f 群，它由行列式为 1 的那些矩阵组成:抓中 
的矩阵具有零迹 


a :； = 0 O g tk Uik = 0. 


( 22 ) 
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定理 24. 2.空间 ^( n , M )^；( n 7 C ) ) 5 o ( n 1 R ),^ o ( n ,€) ? so ( p . q )^ u ( n ), su ( n ) 7 u ( p y 

qhsu ( p 7 q ) 在矩阵的换位子下是李代数 - 

证明需要验证上面所列出的空间中每一个都在换位子下封闭.我们证明 

a ) 如杲 Tr 叉= 0, Tr y = 0,则 Tr [ X , Y ] = Q ; 

b ) 如果 x ? y 满足条件 C 12)， 则 lx , y ] 也满足这个条件； 

c ) 如果 X，F 满足条件 (20), 从而 W ] 也满也 

我们有 TV [ X ? r ] = Tr ( XY ) - Ty ( YX ) = 0 (对任意足 r ), 论断 a ) 得证 ■ 

设矩阵满足条件 （12), 即 

X t G = - GX , Y ，V G = - GY . 


于是 


[A, Y] V G = Y V X V G- X t Y t G = OYX - GXY = -G[X,V]. 

故论断 b ) 得证. 

类似地证明论断卟定理证完. □ 

定义 24.2. 设 G 为 1)-7) 的变换群中的一个.在群 G 的单位元处的切空间 
及在其上赋孓了矩阵的换位子运算，则称其为群 <7的李代数. 

例 24.3. 三维空间旋转群的李代数^ >(3, R ) 中三阶反称矩阵组成.在这个矩 
阵空间巾引进一组基 x u x 2 n 它们是 



于是我们有 

= X 3 , [ X2 , X ：i ] = Xy , Xi ] ^ X ' 2 - (24) 

结论群 30(3, R ) 的李代数同构于三维欧氏空间中的向量在向量积下的李代 
数， 

例 24.4. 考虑李代数 so ( j ,, q ). 设伪欧几里得度量的形式为 


9^3 = ~ 士 1- 

代数 soip , q ) 作为反称矩阵而实现（参看公式 （14)), 另外換位子有形式 

[ u . v'iij = Yy k .( u if ^j - v ik u kj ), 

k 

U 二 ( u ij), V = (vy), Uj 2 ^ —Uij, = -v xj . 


(25) 
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例 24.5. 李代数犯( 2 )_在迹为0的反称 2 x2 矩阵的空间屮，选取基 Si ，私& 


其中 


0 一 i 


1 0 




丁避有 


= 2 S 3 , [^2^3] = Zsi : [53,51] = 2^2, 


巾引埋 1 4 . 6 知，这个李代数同构干纯虚四元数（即, 
子为 hy ^ xy - yx , 在此同构下为 




(27) 


(28) 





(29) 


定理 24 .1 存在李代数间的同构 


5^(2) ~ ⑽ (3， R )_ 

证明对应于矩阵 X G 抑 (2) 我们给出二维空间 sv .{2) 的线性变换 ad X : 


(30) 


Z h ad X ⑻二 [又孔 x t ZG su {2) 


(31) 


这时由雅可比恒等式有 


|ad X, a<l KJ = ad[X 5 Y }. 


(32) 


这表明，映射 （ 31 ) 为李代数 抓 (2) 到空间 su (2) 的线性算子的李代数之间的同态.空 
间糾⑵是欧儿里 得的； 向量 Z ㈤+以 2 +心 3 ㈠& + C j +此的妖度等于 


^\ 2 — -h -h d 2 — det Z. 


(33) 


变换 


AZA ~\ A e SU (2) 


为 lE 交，其意义是在内积⑻ ） 下的（参看 §14) 

det^^ -1 ) - det 

引理 24 丄变换 ad 6 su(2) 7 在度量 （33) 下为反称. 
证明设群 SU (2) 中变换族4 = A { t ), 使得 


(34) 


dA ( t ) 

(It 




( 35 ) 


然后将此变換族 


^~> 


A ( t ) ZA { i ) 


z e 5 i /(2) 


对尤求导，•当 t 二0有 


XZ -ZX ^ adX ( Z ) 


因此，这个变换是反称的（参看 §5.3), 引理得证. 


因为我们苻同态 
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su ( 2 ) — X ^ a,d X . (36) 

它的核等于零（如果 ad X ( Z ) - 0对所有幺成立，则 X = 0)，但空间抓⑵和 
■so(3,E) 的维数相等（等于 3). 定理得证. 口 

注 在基 si , S 2 ,ss (27) T 变换 ad 的矩阵为 


iid si — 2 义 1 ， ad 52 ~ 2X2, ad 53 — 2 X-s- 

其中基 X ,, X 2 , X ；1 在空间 .^(3, R ) 由公式 (23) 给出. 

例 24.6. 李代数 s i ( 2 , R ). 在此代数中引进矩阵基 y 0 , y ,, y 2 为 


Vh = 





这些矩阵的换位子为 

[KA 卜 -2y 2? ny 2 ] = 2 % [y l7 y 2 ] = 2y 0 , 

定理24,4, 存在李代数的同构 


(37) 


(38) 


(39) 


^/(2 7 JR) - so(l y 2). 

证明像在定理 24 . 3 R ) 中每个矩阵 K 对应于二维空间 s /(2, R) 的线 

性变換 ad K . 空间 ^(2, M) 到自身的变换 

Y ^ AYA - 1 (40) 

保持二次型 

\ Y \ 2 ^ det Y (41) 

不变. 因此（参看引理 i) 变换 ad y 在度最 （41) 的意义下为反称+但是这个伪欧氏 
度量为 （1,2) 型 


det Y = det(y f) ^j + y l Yi - i - y 2 Y 2 ) 


=det 





于足我 们把 ad y 实现为 so {], 2 ) 中；定理证完. 


( 42 ) 
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3. 线性向量场 

设 X = ( X 。为 n 阶实（或复）矩阵.我们在空间 RM 或 C ) 中枸造一个 向景 
场 J T x 令在点 3: e jR n (或 a ; e C n ) 的值等于 



T x { x ) : 

- — A . t , 

㈣ 

或者在坐标下为 

n . ㈤ = 

- xix k . 

(44) 

定义 24.3. 

称 （43) 型的向 M 场为线性向量场. 



我们来求线性 向量场 （43) 的积分曲线.由定义，我们有常系数的线性微分方程 
组（向量形式） 

x - - Xx , (45) 

定理 24*5, 向量场（ 4 3)的积分曲线 x ( i) t 仵满足初始 条件邱 j ) =叫时为 


X{t) — OX]>( tX)X{). 


(46) 


证明我们要验证曲线 （ 46 ) 满足微分方程 （ 45). 想到（参看 §14.2) 矩阵的指数 


算子的定义是和 


exp (— tJC ) = *1 — 


tX t 2 X 


'2 


于是将此级数对 t 微分便得到 


1! 


2 ! 


(47) 


d 

dt 


^ xp (- tX ) - -X + 


iX 2 

~TT 


- —X exp (- tX ) 


m 


i = I ( Gxp (〜⑷ Xo 卜 - Xexp (- tX ) x 0 = - Xx , 

即满足关系 （奶)， 丁-是由微分方程解的唯-.性便得到 r 我们的定理， □ 

由此定理知道，由线性场生成的微分同胚-申-参数群是乘以矩阵 

例 24.7. 矩阵 及，」 Y 2 , 构成了李代数糾⑶的基 （绅， 它们生成; T 维欧氏 

空间的-:个线性向量场-我们以 L ^ L y , L z 表示它们.这些向 tt 场在坐标为（1仏幻 
点 t 的值等于 


L, = (0 : +2 7 -y) 7 L y = 卜\(] 1+ 办 L z = (^y, - x, 0 ). ( 49 ) 

这些向幫场对应了 三 个单参 数群： 分别为空间 R 3 的绕 x ， y ， z 轴的旋转. 

设 X 和 K 为两个阶矩阵.我们来计算两个线性场和 TV 的换位子> 

定理24,6,向董场和 TV 的换位子为 

] 二 h ， (50) 

其中 ；^ y ] = XV — rx 为矩阵 x 5 r 的换位子. 
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证明利用在坐标表示下向量场的換位了的公式（8)，我们有 


Tx ： TyY 


= X^x l 


dx k 




dx k 


= 咖丫卜. v^xi = (- [x y ]； r )\ 


然而最后一个表达式为线性向量场 t [ XjY ] 的第 i 个分量，定理证完. 口 

推论线性向量场在通常的换位子下组成了有限维李代数，它同构于所有^阶 
矩阵的李代数. 

设 G 为我们在第2小节中考虑过的 n 维空间（实和复〕的变換群中的 个， g 为 
它的李代数，形如 (: 其中 X 为 S 中矩阵）的线性向量场构成了 一个李代数，它同 
构于这个群的李群.对应的微分同胚的单参数李群由乘以群 G 的单参数了群的元素 
得到. 

注对应于线性向量场 T x , Xe &, 我们有微分算子 d Tx ' 它定义在;的光滑 
函数上； 我们称其为群 C 7 的作用生成元.知道了这呰生成元，就可以重新建立群 G 
在函数上的 作用： 取向量场 f 的指数算了 (见 §23) 


f { F t { x )) = f ( axp (- tX ) x ) = cxp (- td ^) f ( x ). (51) 


例 24.8. 三维空间的旋转群 TO (3) 的生成元为微分算子 


L 


d 


8 


dy 


V 




L 


d 


d 


x 


n 




d 


d 


Hy 


(52) 


根据定理 24 f 这些微分算子的換位 / •有下面 公式: 


， [y] = ^ j = - 


(53) 


4. 变换群上的左不变向量场 

设 X 为-■个固定的 n 阶矩阵（按定义为实矩阵).它对应于矩阵空间的线 
性变换 


A . j ― A . JC , (54) 

我们以 k 表示在 n 阶矩阵的空间趿―中的线性向量场.向量场在点 4( 即 
n 乂 n 矩阵) 上的取值等于 

Lx (-4) = AX. (55) 

向量场的积分曲线可按定理 24.5 求出，按定义我们有微分方程组（是一个 
矩阵方程） 

乂 = Lx { A ) = AX . (56) 

这个方程组在初始条件 A \ l={] - / l Q 下的解为 


A = 
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因此，由向 M 场 L.v 生成的微分同胚的单参数群等于以矩阵 exp(iX) 作右乘积 
(LU fixp tX 作右位移) . 

按定理24.6,形如7^的向量场的换位子的表迖式为 

[ L X ) Ly ] = L [ Xi y ]r (58) 

向量场 Lx 具有重要的 性质： 左不变性（关于左位移的不变性)： 

BL X ( A ) = L X ( BA ). ㈣ 

设心为在第2小节中所考虑过的变换群之一，它可作为所有71阶矩阵的空间 
R" 2 中的一个光滑曲面.设 e 为群在单位元的切空间.我们已知（§14.2)，如果 
则矩阵 exp ( lX ) 对任意的 f 都在 G 中 （G 中的单参数了群). 

引理 24.2. 如果 X eg 7 则向董场切于曲面即给出了群 （7 上的向童 
场. 

证明 在点 AeC 处向量 L X ( A ) 为曲线 tX e G 的初始速度向 M . 引理 
得 i 正. □ 

我们把向量场在曲面 G 上的限制仍然记作这里的 A 为群 G 的李代 
数0中的矩阵.沌意，向量场 Lx 在群的单位元的值等丁 X ;场7^在 G 上具有对 
于左位移 G 中元素不变的性质， 

定义 24*4, 称群 G 上形如 L A 的向量场为群 G 上的左不变向量场 7 其中 
为这个群的李代数中元. 

由定埋 24J 和公式 （58) 立即得到 

定理 Ml. 群 G h 的左不变向量场构成了李代数,它同构于群 G 的李代数 
下面的引理对我们也是有 用的： 

引理 24.3. 左不变向置场在群 G 的每点的值构成了群 G 在这个点的整个切 
空间. 

证明 如果为李代数 0 的基， 则向量 L Xl ( A ),^. : L x , ( A) 在每点 
Ae G 线性无关，从阳组成了切空间的基.证完. □ 

5. 基灵度量 

我们_先在李代数 S 上引进 基诞度 M 的概念. 

定义 24.5. 称李代数 s 上欧氏或伪欧 K 内积 <,) 0 为基灵度量是说，所有形如 
ad X的算子在这个度量下是反 称的： 

(ad K (1^), Z)o —■ — 〈Y"，ad X ( Z )) q . (60) 

我们在笫 2 小节中 Q 看到过李代数 ,s". ⑺和 sl (2 : M ) 上的基乂度 M 的例子（公 
式（抑）和 (41)); 在那里 ： 这些度 M 被用于证明定理 24.3 和 24.4. 我们应汴意 ； 对李 
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代数 su (2) 的基灵度量 （33) 是欧几里得的，而对的基灵度童则是伪欧几里 
得的 （ (1 ， 2) 型). 

设 S 为变换群 G 的李 代数； 又设在 S 上给出丫基灵度量V利用在上一小节 
中构建的左不变场，可以构造整个群上的度量 

( Lx ^ Ly ) = ( X , Y ). ( f >1) 

闪此，两个左不变向量场的内积被认为恒等于它们在群的单位元所取值的内积. 
由于引理 24.3, 这个约定完全确定了 C 7 h 的一个度量. 

定义 24.6. 由等式 @1) 定义的度量被称做群 G 的基灵度量. 

例 24,9. 设 G = SO ( n ， IR ； l + 我们指出，这个群的基吳度量可以由所有矩阵的 
空间 TR — 上的欧氏度暈诱导.这个欧氏度最为 

= X =( 办 Y =(命 (62) 

hi 

我们注意到，这个农达式可以转换为 

( X . Y ) = Tr ( XY T ), (63) 

其中 Tr 为矩阵 的迹 ； Tr Z =略其中 yl = «). 曲面 SO ( n . R ) 完全位于半径为> 
的球面上，这是因为对 n 阶正交矩阵 A 有 

( A , A ) = Tr { AA T ) = Tr ⑴= n . 

设 E e SO ( n , M ). 我们要证明，在由欧氏度量 （62) 在曲面 

SO ( n , R ) 上诱导的度量下成立等式 

{ L x ( A ) 7 L y ( A ))= Tt ( XY t ) = ( L x ( l ) Ml)l (64) 

由诱导度量的定义， 

( L x ( A ), Ly ( A )} = Ty ( AX ( AY ) r ) = Tr ( AXY T A v ) 

- Tr ( A r AXY T ) - Tr (, YF T ) 

(我们用丫乘积因子的循环置换不改变乘积的迹这个事丈以及正交条件 A t a = i ). 

还需证明 W X 对 X e so ( n ， R ) 时在此度童下为 反称. 如果 Y 7 Zg 如即 
r T = — y ; z T = $ 则 


因此， 


(F, Z) = Ti(YZ t ) = -Tr(YZ). 

{ad X(Y),Z) - -Ti(XY r Z) + Tv(YXZ). 
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(r : ad X{Z)) = -rr(YXZ) + Tr(YZX). 

这两个去达式仅仅差…个符 3 . 故而我们得到了群 SO ( n ; R ) 的基灵度量（从而在它 
的任意子群上)，它是由欧氏空间 ir i2 h 的欧氏度 M 诱导的. 

如果 G 是作为西群 U(n) 的子群实现的，则可以利用实化运算，给出嵌人 
U(n) c SO (2 n t R ). 从而可以直接写出群 U( ； n) 的基灵度量 

(X, Y) = Re Tr(XY T ) ™ — Re? 

G. 三维李代数的分类 

设给出了-:维李代数又设为它的一组基中的交换规则给出了 
“结构常数” 'MM 4 : 它们山下式定义 

e ；] = = 1,2,3. ( f >5) 

显然 

c tj ~ (⑽) 

由雅可比恒等式（:见前面）得到关系 

4 喵 + 4C + 44 卜 0 . ( 67 ) 

通过换基，我们要把唣转化为最简单的形式.为此，我们通过对称张量（的）的分量 
和向量 （ A ) 的分量来表示 它：令 

4 = £ ^ blk + 磅 ％ ~ s i a j- (as) 

(这是 y 个线性方程的方程组 5 它有9个未知量 a ly a 2: 叼， = b l \kj = m 总有 
解 .） 反称条件已经满足，而雅"了比恒等式 （67) 给出 

^ (ij = 0, (69) 

即向量 （ W ) 或者为零，或者为张量（的）的苓特征值所对应的特征向量.我们化张置 
(矽)为对角型：的= b _, 其中 b ^\ b ^' Kb ^ 为特征值.闲为 ㈤ 为特征向量，可 
以设（〜）= ( a ， 0 , 0 ) •由（册）得到 b^a = Q ; 即或 fc ⑴为零或 U 为岑. 交换规则 （65) 
此时化为 

[ej,e 2 ] ^ a^i 2 + = b ( 1 〕 e[ [e- d ,e L ] = b( 2 )e 2 - ac^, 

还需要决定向量的符号变化：以及进行乘以任意的正常数.考虑到了这些 
可能性后，我们得到了下面二维李代数的表格（比安基分类)： 
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类型 

匾 


6 ⑺ 


类型 

a 

b ⑴ 

b ⑶ 

b ⑼ 

■■ 



■■ 

m ： 




■■ 

mm 

■■ 

m 

■ 


mmmmi 

a 

■ 

B 

n 

Vflo 

a 

■ 

■ 

0 

vn 

H 

■ 

■ 

■ 

BH 

D 

mm 


mm 


HI 

mm 

■ 

■ 

IX 

m 

■ 

s 

■ 

Vl(a ^ 1) : 

D 

B 

■ 

团 

VIII 

o 

■ 

■■ 



_ 

■S 

■■ 



类型 I 为阿贝尔李代数（平移群的李代数)，类型 IX 是 SO (3) 群的伞代数. 


7* 共形群的李代数 

考虑对应于欧氏和伪欧氏空间的共形变换所对应的向量场.像在§15中证明的， 
维数 >3的共形变换非常少(:参看定理15.2) + 它们对应于空间的运动（伪旋转 
及平移^伸缩，对某个中心的反演> 我们引进下面的场，它们由一&微分算子所 描述: 

1) = g < irX r - - g bc x c ^^, 1 ，…， n (仿旋转)， 


= & (平移)， 
3) (伸缩)， 


1) = t 2 g ac x c x 


d 


d 


dx b 


- 9bc^ ^ 


(反演 h 


(70) 


对于欧氏度量我们有如。 =： 心 c ， 从而变换给出了平面 ( x a y X b ) 中的旋 
转；对于伪欧氏度量= 士1+这时我们得到，变换 e ^ p ( Wah ) 或者给出 
了旋转（如果 A a = 或者给出了平面 [>'/) 中的洛伦兹变换（如果 A a = - A ,). 

变换 fixp 是沿， 轴的平移，而 exp (& a ^) 则是伸缩 0{ x ) = tx . 求变 

换 cxp ( iA ^) 的单参数群相当复杂，这是因为场不是线性的.稍后我们要证明所 
有这些变換在上是共形的. 

注另外 7 靠近或球面的恒同变换的任意共形变换可以表示为 exp ( M ) 
的形式，其中 



A a ^fi ， a 6 + 〉: Pa + 7-^ — 
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卜面所写出的这拽向 M 场（70> 构戊 r 李代数.不难验证其交换关系为 

^cd] = 9ac ^b*i — 9bc^ad 9ad^cb — Obd^ca i 

-R:] — QacPb — 9bc^a \ — 9ac^-b ~ Ubc^ (71 、 

[H u i, D] — — [i^ ， A'] — 0; 

[Pa , K'b] = 2(g af) D 十 Qab )； [Pa, D] = P a m , [A、，Dj = -K a , 

现设度量:似力欧氏的，即如 b 二^^考虑对应丁伪旋转群 SO{n + 1, 1) 的李代 
数， 由相似的那些向 M 场= V . ^ + 2给出.建立下面的对应关系 


^ab 1 ~ y ^ — (7 — l’.. T ^ 7\ ^ — b ~ \^ ■■ ■ , 

■Hr H "卜 n +1 — ^ a , u +2： 

Aft h 从 #+1 十 ^a.n-h2 1 
_D ^ ft t + l , u +2- 


(72) 


可直接验证 下而茧 要的事实， 

命题 24.1. 对应关系 （72) 是李代数 M 的同构， 

因此欧氏情形的李代数 （ 71) 同构 T 对应伪旋转的群 SO ( n ^ lA ) 的李代数（即 
A 为李代数 （ 71) 中元的变换 exp(tA) 为伪旋转). 

注1虽然在 w = 2时有许多局部的共形变换 ； 但我们挑出一个球酎炉—沪 
的分式线性变換的子群 

z h Guj 十 4 , ad — be ^ 0 , 

CZ + (1 

我们曾经用过它的一些子群来研究欧氏平曲舻的运动：罗巴切夫斯基平面 L 2 的及 
球面炉的运动（见 § MM 3). 这个群 同枸于 57」(2， C )/ 土 1( 见 §13), 而且经过球极 
投影到炉后恰好由 R 2 的旋转， 平移， 伸缩和反演生成. 

冏构（ 72 )给出了所有迹为零的复2 x 2矩阵的李代数与洛伦兹群 50(3,1) 的李 
代数的问构,后者是作为形如 exp ( M ) 的伪旋 转群实 现的.称这个同构为复2 x 2矩 
阵的洛伦兹群的“半旋葷农示”.也存在复共轭表 

注2伪欧氏空间的共形变换群的李代数冏构于卻 ( p 十1, g + 1)( 请验证丨). 
最后证明下面命题. 

定理 24.8. 9ilb - 8 ab R . A = \^ b Q ab ^ ^ P a I 7j D + S ^ K a . 于是形如 &二 
cxp ( M ) 的变换是欧氏空间的（局部）共形变换. 

要证明此定理需要考察向量场 ; A 并证明由它定义的（局部）变换群& = exp (^) 
是共形的（如果我们希望要谈的不是局部而是整体的变换，则应诙考虑球面，上的 
这个场，它是由逆 丁球极 投影的变换从 1 T 映到球面上，它把欧氏坐标共形地引进到 
W 上. 但是这并不存在).如果向量场 （#) 给出了欧氏度 M 的运动，则它应该满足 
条件 

du iL ( Ou b ^ 

㉝ +巧= 0+ 
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这表明度畸变距离的“形变张化为了零（参看 §23). 对给出了欧氏度量的共形 
变换的向量场 [ VO 来说，形变张量应该与这个度量成 比例： 


du a du 


dx b dx° 




(73) 


其中为光滑函数.在这种情形下，如果4 # 


d 


dx tA 


我们设得到 r 变换 


S t = exp(tA), 


从而度 M 的变换为 


St(g a b)ij - -i- 0(t 2 } 


(亊实 上 5 由定义（参看 §22.1) 


。一、 c dx a dx b ^ dx a dx a 

— ^TTTT^Tr = 〉 」 





dy^ dyJ 


由公式 (23.1.6) 得到 〆 =/ + tu % { x A ，… ^ x n ) = o { t )^ 于是 


Oy 

dx * 


du r 


由此等式连同 （ 73 ) mi 


I 

E 


a 

dx a dx b 


[1 + 卜心 -)]U + o(t: 2 ). 


逆转这个最后面的等式并代人 stiM 的表达式便有了所想要的结果 .) 

if 接的验证使我们确信整个场 （72) 都满足条件 （73).( 例如， 

K a , 则得到 





2/ V , 




由此立即得出了 (73)) 

剩下来要证明 的是，反过来山条件 （73) 得出由向 fi 騎 


u a ( x \ 


(74) 


定义的变换&或者等价于说变换 ^ xp ( M ) 的共形性.证明如下（它类似 T 对于运动 


的相应 iE 明).对有限 时间段 △ 纟的位移可以分解为-系列（相邻接的）时间段^的 


位移: 


]V 


= s t 
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变换 S T 的线性部分当 t - At / N 较小时有形式 


,SV = l - hr ^ + 0( r 2 ), A 


du a 


由丁 较小，对在点郎 =(4 ，■…，咕）的向量 < 有 


? 




N } dx h 


N 2 






N dx h 


八 2 


h — ③ = f ° V-l 


令 ) ^ X ‘h +0 [% 


点 X<}1 q = 0 , - ? J V -1, 位于方程 （74) 的积分轨线 x a ( t ) ±,使得 


x a {Q) = x^ u 

At 

Tv 7 


X 


，（〜一 1) 


At 


N 


X A 7 


对于向量 & 的自身内积,我们由 （75) 得到 


(以) 


1+".(吻)券） n ) + () d 


〈6,6卜 （ 1+咖1)尝） n)+o d 


= ( 1 + (An-u5n-i) + 0 ’ At 


N 


iV ^ 


因为全部步数为 iV , 敁 


Un ) 


咖)、 

\7^ 


N 


(^,^)^0 \N 


At 2 

77^ 


当固定的 △(= 常数及 TV — oc 时，这个关系式的右端趋向寸 


f / fi ( x ( t))dt 

Al 


toh ( o 〉—《 p(to )〈&，心〉， 


从而我们得到 / 变换的共形性.由此得到了我们的论断. 
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注 

1. 由此定理的证明得到，如果形变场的张 M 为零，则 A = ^ P ( tA ) 为运动，其中 
4 = ，各. 这完全等同于说.所有线性变换 S〆 晏 在每个点上为反称的： 

dx a at 


S t 


.idSt 

dt 






2. 另外，可能出现这种情形，即变换 B { x ) = 在所有点生成了 

整个 n X 77, 矩阵的李代数中的子代数.例如，对偶数71，它可以是所有复的^ X ^矩 
阵的代数. 


习题 

24.1. 证明在上画最后一种情形屮， 变換& 给出了 ㈣ 一 €^ 2 的全纯变换+ 
对 J ' n /2 > 1 T —般来说，这个变换不是共形的. 

24.2. 证明，如果所有 Bix ) 異有零迹，则所有变换&保持体积不变. 

24.3. 证明下列李代数阏的同 构： 

a .) 抓(1’ 1) t 5^(2, R ) ? 

b ) su {2) x su (2) ^ 5^(4), 

c) sl(2,C) ^so(l,3), 

d ) *0(1,2) ^ Rf >2 中向 M 关于“向最积”的代数（参 看习题 G . l ), 

24.4. 计算在么模四元数群上的左不变向量场+ 

24.5* 证明在群 SO { n ) 上的基灵度量可以写为 

^ 2 (g) = Tr(g-'dQ- g^dg), 

24.6* tS g % 为李代数 g 上的每灵度量 ； 它是在基义， ■■■ 下衷示的 T 设 

4^^^ = 9 lA r 证明 张量〃 咖对所有二个指标都是反对称的. . 

24,7证明对群 80{ nM ), 内自同构为基灵度 ffl 的运动. 

24,8. 对于群 SO ( p , q) y uj 以通过伪欧氏度量 = TtiGXGY ^) 的限制得 
出基灵度景（其中 G 为 ( p , q ) 型的度 M ： 的矩阵).求所得到的伪黎曼度量的类型. 

24.9 -证明仵上面描述过的所有基灵度量都可以作为 Tr(ad X , ad F ) 得到 （精 
确到常数乘枳 W 子). 

24.10. 群 5 X ( 2 , K )/{±1} 的作用同于罗巴切夫斯基度量的运动群（参见印 .2). 
SL {2 M ) 中每个单参数子群（见习题 14.5) 对应于罗巴切夫斯基平面的单参敢分 
同 胚群. 求在罗巴切夫斯基平面上（克莱因模型）的相应的向量场.计算它们的换 
位了. 
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24.11. 计算中的仿射群的李 代数； n 维欧氏空间运动群的李 代数；闵坷夫 
斯基空间 m ?,3 运动群的李代数.写出在 nr 和 RU 中相应的生成元. 

24.12, 证明舻中对应于群 6 t O (3 t E ) 的作用的线性向量场 Lx , L y , L z , 它们 
切丁中心在坐标原点的仟一球面 T 求出在球面坐标下，单位球上的相对应的一阶微 
分算子 T 

24.13, 定义在群 G 上的右不变向量场为形如 R X { A ) = -XA 的向量场在此 
群上的 限制. 证明[办.，叫= R [XiY] , [ L x , R y ] = Q t 

24 .1 4 . 解释清楚李代数刻 ： 1， 2 ) 和 sl (2, W ) 属于在第 6 小节中所描述的那些 
类型中的哪一类. 
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§25. 反称张量的微分 

1. 反称 张量的 梯度. 

大多数的物理定律都是以物理 a 之间的微分关系描述的.这些物理 m 中许多 
量都是空间或空间中 k 域 t ： 的张量场（特别是向量场).因此我们感兴趣的问题是, 
在张量 t 的微分运算一般应是什么样子，而 a 它还应是在一种明确的意义下与坐标 
的选取无关.（我们将在后面阐明是什么样的意义)，例如，有这样的最简单运 算：如 
果函数 f ( x , a ) 或张量场 T ^：； y { x , a ] 依赖 丁空间 中的点 i = ( x \ x \ x ^) 和某个 
参数 a ， 这个参数与空间无关， IS 卩么可以在每个给定点 h 取关于参数 u 的偏导数 

mmmi P ( x a ) 

fka ) 或 jl … 々八 、 在经典力学巾这样的参数可以是时间 Cl . 这个运算与 

da da 

空间 ( x \ x \ x ^) 的几何无关，并且求导是孤立地在每个点上进行.另一个所熟知的 
与黎曼度量无关的微分运算是取函数（标量场）的梯度 

\0 x i： dx^j ~ g d j ' 

这是- 个余 向量，说它巾函数 / 以不变的方式构造的意思是表明在坐标变换下，它 
的数值记号按张董的规则变化，即 




常常也遇到下面的反称张董的高维情形梯度的推广. 
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定义25 丄设 h 为在具坐标 V ，，，的 n 维空间中的张量，它对所有 
下指标为反对称的， 其中& = 1，…它的梯度是指 ( O ^- hl ) 型的一个反称 
张量,其分量为 


允+1 




!> i) Q 


- 

+ 1 

dx ^ 


⑴ 


(这里的记号土表示指标上已被略去0 
在验证 rfr 为张量之前，先考虑儿个例 T ， 


1) 如& 


1 ; 从而 T = f ( x ) 为函数， 故由定义 ( dT ) 


dT 

dx ^ 


W 而这是通常的 


梯度. 


2) 如果 T 


dTj dT { 


㈤ 为余叫量，则 ( dl % = a ; -( dT )^. 


常常称此余向量 


场为旋度了我们以记号 mt 表示它.旋度是 (0,2) 型的反称张量. 


注 如果在 n = 3的欧氏空间及坐标中，则张量 ( dl % 通常与向量 

.-m / i^n\ / ITT N a -rT> >V i-f-» 1 ^^3 / ittt 、 O 


( 7 /^) = rot T - ^(dT) (ia §19.3) 重合， 其中 r / 


dx 2 


—= (dT)^v 2 


dx 3 




- ( dT ) 3] 


— idT)^^,rf = — — { dT )- y 2 或者考示为 = ^ E l ^ k { dT ) j k . 


^ x l 、一 /o 』 v— / JO? I Q^l \一 / 以 F=, — 2 

3) 如果 n = 3 且给出了反称张量 = - T 如 那么 3 阶反称张量 dT 的形式为 

/ i^nx 汉厂 12 OTys . OT'23 / 一 / , 一、 


(dT) 


123 


豐 - d H = 


注如果坐标为欧氏的 ； 从而桉前面所给出的规则，反称张量所对应 
的相伴向童为 V ; T ^, ri l = - Jri , = T \ 2 ： [rf ~-= l ：£ ijk Tjk ), 于是 


drj 1 dr ] 2 drf 


=命+益十点 


drf 

dx ^ 


对在欧氏坐标下向量场 （ V ) = 7? 赋予数值 - dlV ^ 的运算被称^ [发散量. 

OX 1 

我们转向验证前面定义的正确性. 

定理 25 + l . {{}, k ) 型的&阶反称张量的梯度 rfT 是个 (0^4-1 ) 型的十丄阶 

反称张 

证明（只证 A = 0，1) .设给出变换 


■/(■ 〆 ，…，〆 ） 7 


1，…， n 


( 2 ) 


由定义：在任意坐标系 F 均有 

㈣ hr - 


4十 


D ]) 


dT , 


dx ^ 


⑻ 
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设为在坐标 ㈨ 下的张量的分量 7 Tn 为在坐标00下的张量*由定 


义 




dx 

dx 


dx ik 

dx ^ 


⑷ 


另外， 由张就 的梯度定义有 






十 A 


… 4 … 4 十 1 

dx 1 ^ 


(5) 


( dT ) 幻- 1) 


P 十1 


dx^p 


⑹ 


为了证明定玛，借助于公式 （4),(5) 和 （6) 必须证实在变换之后，梯度 dT {if) 可按照 
张量的规则通过 dT ( i ) 表达由于计算的 繁琐， 我们只对 k = l 7 k ^ l ^2 的情形进行 
完整的证明情形时定理论断的正确性已在§16中证明过> 

设 A 为佘 向量；于是 


(dTh 


^4 

dx 1 


OT , 


T lf = Ti 




我们存 


( dT) vh 


m , _ diy 

dx l/ dx k! 
d % Qx i 


d ( dx '、 d 

dx v V l dx k， ) dx k 

d 2 x i _ dTj dx ^ 
W ' dx h> dx k! dx v 

士— ( dT 3 dxi \ dxj 

■ k， dx k ') dx v 

0x1 - ^ - ( dT ) 

dx kf 3 x ^ ~ 1 hl dx ki 


( Ti 


8 x u dx kf dx r dx kI 


8 T % dx ^ 
dx ^ dx 1 ' 


dx 1 

3 x k * 


( m _ dT £\ 

dx i / 


t ( t 3 


Tj 


dx ^ 、 

3 涼 j 

dx h ， dx 1 


㈣ L 


因此在此情形下的定理已证完. 


2. 形式的外微分 

我们绐出反称张量的梯度运箅的 另一个 定义，这个运算利用了它与微分形式的 
关联. 张量 Ti 2 ... ik 对应于微分麻式 

w = ^2 T ilrr . ik dx tl A - - A dx iia . (7) 

U< kk -<U 

我们定义 k + 1 阶形式瓜为 

du}= Y 1 dT Ox^ dx C ' A dxh 八 … 八 (S) 

i ry n 

K i < ■- Ki k 

特別，如果 w = / (标量 ) 5 则 doj ^ df = ~ Ldx j 为函数的微分. 
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定理 25.2. 成立恒等式: 


duf 


㈣ n +1 心土 ^ ■ ■ ■ A dx j ^ 




证明由 dT 的定义有 




( dT ) j 1 ,.. j k _ i _ l dx ^ ] A - 


I 

A dx 3h 


ji < r "<jk-\-i 


H He - 1 产 1 


ji <-“< jk + 


QT - 


我们知道有 dx ^ A . … A dx 3k 
最后面的表达式可以表示为 


(— l ) g ^ l dx tq A dx ^ A _. - A dx ^ A … A dx 九 +1 • 于是 


<i jl 




一八^ 1 八 __ W …仏卽 _ 


规在我们变换取和的指标： 令： h = ii ， ■- ； j q - 1 — : if 7 jk+i = 4. 

显然，“ < ■ ■. < 4,而指标乂跑过（考虑所冇的项）从1到 n 的每个数.从而得到 
了定理的论断. □ 

定理 25,3. 取反称张量的—電梯度运算给出丫恒等式 


d ( dT ) = 0 或 d ( dw ) 


⑼ 


证明我们有 


Ti : ,,， i k dx n 八…八 dx lh : 


i\ 


duj 




ik 

dx ^ 


dx p A dx %x A • - A dx lh \ 


A I <• <i 


d ( doj ) 


^ 八咖〜砂八…⑽ 




然而表 ji 式 d l T X " ih 对指标对称」 dx ^ Adx ^ 则为反称血 

ox ^ ax p 

故而将它们并项 便等子 零.证完. 

注对形式的微分公式可以写为 


— dx q Adx p ^ 


d f Ti i ..， i k dx zi 八…八 dx %k 
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= A dx 11 A ^ — A dx %k y (10) 

n<___<u 

其中 I 、 被看作标童函数.由此不难得到 dT 是张量的另一个 证明： h 为函数的 
微分 dTn 为张量,故而它与 A …八 dxk 的外积也是张量. 

利用向量扬的交换运算，还可以得到微分形式的微分的一个表达式（嘉当公式 
定理 25.4, 设 W 为 k 阶微分形式 〆 ^… 为光滑向量场，于是微分形式 
^在向量场，…， h 的值可通过下面公式 求出： 

( h + ，… ， XjhO = [(— … … , x h+1 )+ 


E (- l ) i + 、( tu 冰 Xu … j 


% 


k _ 


為、…， (11) 


证明我们对 fc = 1 的情形进行证明.设 w = ^于& 


2 du ? 


dx z dx ^ 


形式 I 在向貴场 X = (^),V - (^)的值等于 

雖”-叫 S § 

当々= 1时公式 （11) 有形式 


( 12 ) 


2 du ；( X , Y ) = dxoj ( Y ) - Oyoj ( X ) - w ([ X 3 Y }) 


= dx{T i Y i )-dy{T i X i )-T i 


= X { Y j 


\ dx i dx ^) 



公式 （ l 2 ) 和 （13) 的右端相合.定理得证 . 

在两个形式的外积上的微分是如何进行的？成立 
定理 25 . 5 ■设 W l? ^ 2 分别为阶的微分形式.于是 

d{iO\ A u^) = dufi A 0 J 2 ~h ( 一 A duj^ • 

证明只需对微分形式为单项的情形证明定理 即可: 


= fdx il A - • • A dx 1 ' uj 2 = gdx^ 1 八…八 dx j 、 

于是 

Atv '2 = fgdx 11 八…八 dx^ A dx jl 八 • • ♦ 八 dx“• 


(13) 


( 14 ) 


故而 
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d(uJl A u ； 2) 


dx k 


gdx k A dx u A • • • A + j dx k A dx^ 八. •，八 dx JtJ 



, h 


dx k 


(hr A dx 1 ' A …八 dx lv ) A [ gdx 31 八…八 dx - }q ) 


{-VfUd^ A … A dx 1 -) A 备 dx h 

d.U/\ /\ 十（一 A <Lji ^ 


_ 

A ■…八 dx J 


在其中我们运用 r 等式 

dx k A dx l1 A ■ ■ ■ A dx^ A dx J1 A … ^Adx 3 ^ — (-1 } p dx J，1 A ■ - A dx H ， r\dx k A 八…八 dx 3 ' 


定理得 iiE . 


「] 


在有 度量如 的情形则可定义在形式上的另-个重要的微分运算，它将形式的 
阶降低__ -阶，并以 A 记之（:即反称张量的发散量 ：)： 


6 — 


(15) 


其中*为在 §19.3 中定义的与度量有关的那个运算1对4算+的显式表达式我们将 
在§29给出，算子 A 对于具有正雅可比的变换是不变的. 

转而讨论例子.考虑三维的欧氏空间. 

1) 对于标量场微分#是个余向量.在使上下指标等同吋（限 T ' 坐标的正 
交变换）我们得到了向量 


grad / = 


dx” dy’ dz) 


2) l ^ u } = Tidx 1 -h T 2 dx 2 - f - 于是 


(Lo 




dx 1 A fb: 2 + 
dx 3 A dx 1 




dx 2 A dx ^ + 


为 2 阶形式.将算子*用于形式 A 可以构造出余向量 （1 形式 ( 见 §19,3) : 


^du) — 





如果将向童和余向量等同，则此运算将向量 f /7, 转变为向量 ^dT = rot T . 即为向 W 
场的旋 
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3) 又设 w = T . dx 1 + T 2 dx 2 4 - T 6 d ^. 计算形式 — =这是个零阶形式 
(即标 M ), 因为〗 将阶降了 1. 我们有 

= Tidx 1 + T ^ dx 2 4- Tsdx 3 
— Tjdx 2 A dx 3 + T2 ( ix 2 A dx 1 + T ^ dx ] A dx s 


d 



dx } A dx 2 A dx 3 


, i ar L ar 2 

to 1 dx 2 



dx z 


结论 


S(T) = div T = 


dJ \ 

dx 1 



07) 


这个发散暈的形式 H 在欧氏坐标下成立. 

4) 考虑四维时氣其坐为/ = (其中 c 为光速)，而伪欧氏度量为 


dl 2 ^ ( dx 0 ) 2 — ( dx 1 .) 2 — ( dx 2 ) 2 - ( dx ^) 2 


或者 

’1 0、 

-1 

9 ij — • 

一1 

\ 0 - L J 

我们记得在找1中讨论过，电磁场为2阶反称张量 F ih iJ = 0 , 1 , 2 ^. 由电磁场理论 
知道 f 张量应满足茇克斯韦方程.第- 组或常 说的第一对麦克斯韦方程为 


{( IF)ijk — 


OF jk 



OF ik d Fij 

dxJ dx k — 


⑽ 


或者简短地写为 dp = [) ，其中卩； Yl F ^ dxi A dxj ' 另一种方式是利用在中引 

r<j 

re 的记号 E = = ( Ml - 矿二 巧 3, 孖 2 = F 12 . 

= (1 ? 2：3) 的方程 （18) 在这些记号下可具形式 

紐 12 OF ^ } 0 F 23 ^ ^ ^ _ 

^ + 或 dlv H ^ °= ( 19 ) 

而愈下的其他方程全体表明 

j«fT 1 QXT 

mtE+ 应或 TOiE =- lw - (20) 

因此，方程组 （ IS ) 等价于两个方程 的组： 标量方程 （19) 和向世方程（20) ; 这正是称 
为方枵对的 原因， 这些方程和伪欧氏度量没有什么联系. ’ 
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麦克斯韦方程的第二对则已经需要伪欧氏度量来描述了.它的总体形式为 

— — — —^ 4 ) - ( 21 ) 

其中 J ⑷为四维电流向量和）= ( PVpv 1 ， - pv 2 ， - pv 3 ) 二 { p , -}), p 为- 5 维空间屮电 
荷密度.在§21中得到的在伪欧氏坐标下算子*的公式使我们能重写方程 （21) 为方 
程组对”）为 


div E = 4 丌 p ， 

(22) 

1 im 4 tt 

rotH ^一 J 

(23) 


又是由一个标 fi 方程和一个向量方程 组成 . 

习题 

25.1. 设义，…为在 n 维 K 域巾每点均线性无关的向景场 ， y , …， u / 1 为 
1形式的对 偶基： ^( X 3 )= S ^ 证明 

( Lj k = AiJ , 

1 J 

其中 的定义为 

25.2. 证明对光滑映射 F 和任意的形式^成立等式(见 §22), 
由此有 L ^( duj ) = d ( L ^). 

25 . 3 . 对每个向量场 X = (X^) 我们引进在形式上的算子 i{X) : 

其中 0；= ( ujjr . 3 k ) 为 k 阶形式. 

a ) 证明 i (，) 为反 微分： 

i(X)(uJi /\ u/.2) = (i(X)uj') 八。 2 十 A (i(X)u } 2 )： 

其中 A 为 A 阶微分形式 + 

b) 证明公式 

i ( X ) d ^ di { X ) = L Xj 

其中 Lj 是沿向景场 X 的李导数， 
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§ 26 ,反称张量和积分理论 


1 . 微分形式的积分 

如果在^维空间的区域 t / 上给出了函数则在区域上定义了函数 
/的 积分： 

f … f /(2) 心 1 … dz 7i - • [ f{z)dz ] A … A dz T \ ⑴ 


这时，如果给出了坐标变换 
则成立变量变换公式 


^ = ^{ y)y 


⑵ 


/ ■■■/ / ㈤ 心 

U 


八 … 八 dz n 


= j … J Jfiz{y))dy x 


八…八办' (3) 


其中 — ㈤ 


为雅可比，而 K 为原来的 |X: 域£/， 但是是 在坐标 y ] , + .. 下 


描述的. 

在这一节中我们只考虑具奋正雅可比的变量变换. 

我们注意到，积分号 F 的表达式是个 n 阶的反称张在坐标系下, 
这个张 M 的分童 Tn 按定义等于/⑷二回忆定理 18.1 知道，在 n 维空间 
中的 n 阶反称张量在坐标变换 ^ 下，其变换公式为 T{... n = J 其中 

J - det (^y 故而 Tl.. n = Jf(z), 这与公式⑶吻合.因此被积表达式是个反称 


张量. 

例 26.1. 

z(y ) 下变成 


如果给出了（伪）黎曼度 S (gij), 则行列式分=在变换：= 


g f = det (^) ™ dct 



Oz k dz l \ 2 

W & y J ) = 9 


⑷ 


因此表达式 V\ 9 \ 在具正雅可比的坐标变换下其表现同于反称张量. 
区域的面积被定义为 (§7,4) : 


a {U) = j j \/\g]dudv, 

u 


u = ^ 1 , v = z 2 , n = 2 ; 


回忆在曲面上 


(5) 


我们现在看出右端的积分不依赖于坐标的选取. 

如果在具欧氏坐标的空间中给出了曲面一=—(冰^1,2,3,并且 
如釆我们要 在曲面 上对标 fi 蚋数 f(x{z)) 进行某种积分， Ifll 这个函数又与此曲面有 
木质性的关联（譬如，它的高斯曲 率)， 则这个分可以这样 定义： 在曲面的区域 U 上 
的积分为 

JJ /(^C 5: )) \/|pi^ 1 A dz 1 , (6) 
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其中 yyA dz 2 为通常的二重积分.有时称表迭式 -/ loldz 1 A dz 2 为曲面上 

L ' 

的测度 0 W 积元 )， 

因此我们得出结沦： 

1) 在 n 维空间中，对任意有界区域 t / 定义/积分 I . - fl \ 其中7,为 （0,4 型 

反称张量 ， _r = [ Tir .. i n ). 

2) 在坐标表示 K , 这个张量被表示为 


T — Ti.-.ndz 1 A … A dz n 

(或 T ^.^ dz 1 …心' 这时小写人记 号八 ) T 

3) T' … n = f ( z ) 为点的标暈函数，并在坐标变换 z = #?;) 下有 


/ … I f ( z)dz 


A • - A dz n = / + _ ， / Jf ( z ( y )) dy l 八…八 dy 7i , 


其中 J = dct 


dz j 

dP 


4 ) 如果我们想在空间上对函数 -^( z ) 积分：则必须要有事先给出的特定的，空间 
中的反称张量 r (称之为体积元或测度).于是按定义，函数 pb ) 的积分为张董 ^{ z)T 
的积分 

j … j W ㈤ r = I … j < p ( z ) T h " n dz L A … A dz n . (7) 

U U 

W 在此情形下,如果度量 （ fe .) 已给定 ; 则那个特定反称张蜇 t = TuA 1 A …八 
办"(关于具正雅可比的“张量”）由形式 

T ^ da — 心 1 A ■ ■ ■ A dz n 

给出+这时，函数的积分被定义为 



ip ( z )^/\ g \ dz ^ A - 


Adz n . 


dz J 


6) 记号 A 表明心 1 A 心 5 = -dz^ A dz\ 在变量变换 / 

f ) z ^ 

^ ~^rdy\dj/ A dy j = ~dy j A dy\ 我们得到 


= z \ y ) T , 由等式 


a - ■ a dz^- = J ^- Z d y n 

,h< … <jk 

其中禮为雅可比矩阵的对应子式.特别，当 A . = n ， 我们有 

dz 1 八 … 八 dz tl = Jdy 1 八 … 八 dy n . 


⑻ 


⑼ 
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/为雅可比. 

7) 在欧几里得坐标下我们有_ 3 1,从而 

da = dx ^ A ■ ■ * A dx 7 \ 


需要区別两种表达式 . 

a ) “在区域上对 n 阶反称张量的积分”(在1卜 3) 中定义 h 这是通常的函数的重 
积分.它不依赖于 n 维欧氏空间上的度廬，并总是有意义的（“第 n 类积分 ”)； 

b ) “在区域上函数的 I 类积分”(见 4),5；)): 要汁算这个积分需要知道，按什么体 
积元（测度）进行积分；耑要将函数乘以这个体积元（反称张量）而 R 只在此后才进 
行积分.显然，这时积分化为了第 I 类积分， 

现在转向在 n 维空间巾任意的々阶反称张先考察在^维空间中的（0，1)型 

张董 A (佘向量^在§18中我们对每个余向量乃构造了对应的一阶微分形式^ = 
T^dzK 

“微分形式”这个词与什么有关联？原来，表达式 T〆 可以沿任意曲线/ = 
z ^{ t ), aKt < b 进行积分.事实上 ； 考虑表达式 

pb pb 

/ T ) i j dt 二 Tj ^ dt , (10) 

J a J a 

其中 = ¥ 为速度向量， 

at 

称这个表达式为微分形式在曲线上的积分（在分析中称之为《第二类积分”). 

另外的事实是：给出曲线/ = /⑷和某个标量函数 Rt 它与此曲线有实 
质性的联系.（例如，它的曲率或挠率).那么，引进曲线上的测度，即长度元出= \ z \ di , 

从而称表达式/ f ( z ( t )) dt 为函数 f ( z ( t )) 沿曲线的积分（在分析中,这是“第一类积 

分”).从本质上成，曲线上的长度元出=间说是以前所引进的一般的“体积元”如= 
^/ W \ dz ] A ■ A dz ^ 的一维情形，这是因为对^ = ；L |^| = | 如)，且=吡其 
中分 n 二 \ z\ 2 ,t = z 1 . 

关于第一类积分，即沿任意曲线的余向量场的积分，它具有下面的 性质： 

1) 它与在曲线 h 所引进的参数无关： 



( 11 ) 


其中^ t ( y )， 且当 £由 a 变到&时 r 由 i 变到 

2) 积分的结果也不依赖于空间的 坐标： 如果 S Z ⑼和％ = 1^匕又 z ^( t ) = 


z a ( y ( t )). 则有等式 



T^ — dt 
at 





(it 


( 12 ) 
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事实上,= T 1 ^/ ; 时且这两个积分都沿着同 条曲线 ，=#⑴或，= v 0 ( t ) 
进行 t 其巾;= z { y { i ))\ 因此它们相同， 

于是，我们已定义了在 n 维空间中的 〔 n 维）区域 h 77阶反称张量的积分和仵 
任意曲线卜余向量场的积分. 

原来，这足 （0,均 型的& 阶反称 张世在 n 维空间中的 一个& 维曲面上的积分. 
设维曲面由参数给出， 


x l — ^( z 1 ^ ^ , z k ).. -i 二];…， (13) 

并设有坐标2 1 ， ■ ■ - ，/的 A 维空间中给出了区域 t /. 如何给出 n 维空间中的反称张量 
T = ( T h „. ih ) k 维空间中区域 U 上的积分？其中 n 维空间的坐标为屹… , x 7 \k 
维空间屮的坐标为 cV ■ 而后者以 W , z k ) 嵌人在 n 维空间中.为 

方便起见，我们将对反称 张董使 用微分形式的语言来描述. 

在 §22.1 中曾定义过张 M 在曲面 $ = 44 的限制.它 G 足& 维空间（在 

曲面上的）中的 h 阶张量了， 

定义26,1.设 （ TV . d 二 T 为 n 维空间中的张量， [7 为曲面？ = ^{^ 1 , …， z k ) 
卜的 M 域.称 r 在曲而的限制在此 K 域 h 通常的重积分为 r 在这个曲面区域 
U 上的积分.其中；二1，… ； n . 它的形式是 

/ ■ / r ^/. /( E UC) 心【八 … 八 dA 04) 

V U i\<- 4 <ik 

我们记得，表迖式 . E T^ lk dx'^ A ■ ■ ■ A dx^ 被称做 A ： 阶微分 形式； 我们也 

ii <“.<4 

已知道这个简明的形式表达 r (0, k ) 型的反称张董.这个对形式（张量）在曲面上敗 
域的积分具有两个性质： 

1) 在曲面上的变景变换 M = zHz % q = 1, … A 下这个积分不变+事实上，限制 

(E K … ) 心 1 /\\ 心 * 

为 fc 维空间 z 、 z k 巾的&阶 张量； 在变最变换 M = z ^( z n r -- , z fh ) T , 它进行 
了在 k 维空间中区域 C 7 上的重积分的通常的变量变换. 

2) 仵这个 n 维空间中的坐标变换 V =/( W .. ,- T /n ) T , 这个积分不变.就像 
k = 1的情形 t 样，由此可立即得到，在变换 z = x { x f ) 下有恒等式 

T ^--^ dxil 八 … 八心 4 三 ^2 T k- 5 ^ h 八 … A dx ,J 、 ( 15 ) 

h<-<ik .?1<_"<力： 

其中& = ㉟ J dxfj : 而分量 i 由 T h … h 按通常的张董规则得到 T 
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在欧氏空间中，定义曲面/…， h 的黎曼度 H : 如果 

n 

X 1 ,- - 7 x n 为欧氏坐标，则 g -^ jdz r dz j = 其中 = ~^^ dz ° (参看 §7); 此 

卩 =1 : 

时， .cjy = gji ， dz r dz ^ = dz ^ dz r . 

像经常做的那样，曲面上的体积元有形式 

da = ^/\g\dz x 八 … A dz k \ g = det {^ j ), (16) 


设在曲曲上给出一个任意的函数 f ( z \---, z k ). 

定义 26.2, 函数 f ( z \---, z k ) 在曲面 h 的（第 I 类）积分定义为这个函数对 

曲面上体积元的 积分： 

第 I 类积分 = / 心 1 A A 心、 

U 

(在仙而上） 

:要重视的是，第 n 类积分不依赖于空间和曲面上的黎曼儿何，而第 I 类积 
分则通过体积元 y /\ g \ dz L A - - Adz k 与它有龙联；而这个体积元是个 A 阶反称张童 
(相对于具正雅可比的变换).它只在所给曲面上由其黎曼度景决定，而这个曲面 h 的 
黎曼度 M 则由整个空间上的欧氏度 M 定义. 

2. 微分形式的例题 

例 26.2. 函数 f ( x ) 在点 P 的 ffi : 按定义是 i : 积分”的平凡例了- : 这是0 阶张骨 
(即标童 f { z )) 在零维曲面（点 P ) h 的积分，积分” = /( P ). 这个平凡的解释是有所 
0的的，它在后面对广义斯托克斯公式 的讨论 中将被用上. 

例 26.3* 余叫 M 场或1阶微分形式 （TU = T fi dx ^ 沿曲线/ = xHt ), aKt ^ b ^} 
积分，已在前面小节中讨论过. 

曲线上的（第 II 类）积分= j: Tj^dt. (17) 

例 26,4. 张量扬 （U = /\ dx 』 (2 阶微分形式）在曲面/ 

i<j 

■， n 的积分有形式 
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U 



Jiyj 

dzn a I ^dz q 


dz ^ 


dx ^ dx i 


dz l dz 2 


dz 1 Adz 


我们注: tsij 


萏|5 =吃为雅可比 (£ 


的子式 j = 1，" , n\q 


2. W 此最后得到 


] Ti , d . x z A dx ^ - JJ 

u l< ^ u 





dz 1 A dz 2 . 


(19) 


在二 r 维空 M (n = 3) 和欧氏坐标 Aa: 2 ，:^ 中，有 (dl ) 2 = ^(^) 2 .这个积分通 
常可表示为 

1) 余向 i 场在曲线上的积分 


b 


T 


dx a 

dt 


Q 


dt 


T ⑽， 


㈣ 


p 


其中 ^^ x , T = ( T a ) = ( T a ) (在欧氏坐标下向量和余向量是相合的概念，它相对于 
旋转是不变的 ) ，尸 =(^： 1 ( a ) , x 2 ( a ) , x A { a )), Q ^ (.x 1 (6), x 2 ( b ) , x 3 ( b )), =《K) 

为 内积； 

2) (0,2) 型反称张量（或 2 阶形式）在曲面（“流”） k 的积分.在欧氏坐标 
的二维 欧氏克间中 〆 = xHz \ z^),i = 1,2 ; 3定义了一个曲面，而在此曲面的每点上 
定义了基东切向量： 

dx { \ 


e =⑻ 


V ^ W) 


dz x 

dx i 


dz 1 

dx l 

W 1 


Ci^ 


ei 


它们的向 a 积 [^ V ] 为曲面的法方向.向量积实质上是张 S ro = ien J K ), 它相 
伴于“向 sm : 


^ T 23 . T 


T Vi , T ：i = T 12 ; T - ( TVd ， 


显然 7 此时有 二 Jg. 

向量 [^ V ] 指向曲面的法方向.它的长度为斤，其中 g = det(^) 


3 


gijdz % dz^ = y^(dx 1 ) 2 ； 


dx 


dx % 


dz J 
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(见 §7). 因此在具欧氏坐标的欧氏空间中曲面 x l ^x^z^z 1 ) 的区域 t ； 
上的积分以下面形式进行： 


I f Tijdx 1 A dx^ — f f (XI 八心 2 

V ; O u {< ^ 

=jjm V ])^ 1 Adz 2 JJ ( T , n ) ^ Aiidz 1 Adz 2 , 

V u 

其中 n 为单位法 向量： 

[iM = v\ 

—漏 — 7 M . 

注在 n = 4 的四维情形，对曲面上的2阶形式的积分仏= 2) 不能化为对向 
量上的运算：即便是欧氏空间也不行. 

关于三维情形我们已证明了 

定理 26 .L 在4维欧氏空间中对2阶形式在曲面上的积分等同于下面的第I 
类型 积分： 

x l A dx J = jj { 7 \ n ) ^/ igldz 1 A dz 2 , (21) 



其屮 [/ 为曲面上的 K 域，在欧氏坐标 (^,^2,^) 下这个曲面为 X^X 1 ^ 1 ^ 2 ), 
i = 1 7 2,3所定义，而 n 为曲面的单位法向量7为在欧氏坐标 (: r'，x 2 ,x 3 ) 下张 


3 

量 ij\j) 所相伴的向最> Qijdz l dz^ — ^ % j (dx i ) 2 , dx i = 


dx 


dz ^ 


rdzK 


在三维的欧氏坐标下由丁- (0/2) 型反称张量(形式)和向景之间的关 
联：也由于向 tf 和余向量之间的关联，则可以谈论对向量场（仏）= (T-) 的下列 积分: 

a) 在闭曲线 /' 上的 


h) 在闭曲而// JrM'JJ{T,n)^\d^ Adz 2 , 其中72为曲面的单位法向量. 

U 


回忆在分析中的两个 定义： 

1) 如果曲线 r 为闭 （BP r 具形式 d ⑴,且 x^a) - x^b)^ = 1，2,3)，则 
对余向量场的积分 


被称为沿曲线 r 的旋转场. 
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2} 如果曲面17二= 0} 为闭的意义是说它为 E 域 
的边氣 而此冗 域在空 N 中有界 T 则称积分 

((Tijdx^ A dx^ 
u ^ 

为向量扬 {Trj) - -(Tji) 通过此曲面的总流量，或者在欧几里得情形下，是通过此曲 
面的叫發场 r =： (T\T 2 /i^) 的 流量; t 1 =u 2 -Ti^.T 3 - i\ 2 ； rfu 为 

欧氏坐标. 

如果曲而由方程 }{x l ,x 2 ,x y ) - 0给出，则可能此曲面+能在整体上由 y = 
^{z\z 2 } 这样的参数方程给出.但是在每个非异点的邻近这件事却可以做到（见 
57.1). 这个积分不依赖于曲面上坐标的选取.因此在计算在整个曲面上的积分时, 
需要将它分割成一些片段，使得每-片都可单独地由参数 表示； 然后再取在这些片 
上积分的和.例如：球面 (x 1 ) 2 -{■ f + W 尸=1可以分成两个这样的 片：上 F 两个 
半球. 

例 26.5. 设在 n 维欧氏空间中给出了超曲面 1 : 

… ,x n ) --- 0, grad F 0, (22) 

或者局 部地# = …， f-i) 这里的 <■■■，， 为欧氏 坐标.定义“曲宇.形式，’ 

Kd<y = Ky^gidy 1 八…八 dy n ‘K (23) 

艽中 K 为曲率（对 n = 2 为平面中曲线的曲率，对 n = 3,这是髙斯曲率,对丁 n > 3 
我们没有给出定义，这是由 T 这种情形对我们并+重要)， 

f 虑球面 巧 - S 它由 E(^) 2 = 1给出> 在球面 h 定义有旋转不变的 （n- 1) 维 
体积元，在〃 = 2,3时分別具 形状： 

n = 2, (2 n 一' = dip, 

n = J? 7 ^_ i == sin 9d6d(p. (24) 

我们定义由曲幽 M n - ] 到球面的高斯球面映射如下：考虑在曲面 M- 1 
的点 P h 曲面唯一的法线7^，并将此向量转移至原点 .n P 的终点则是球面 5— 1 
上的点.对应尸^ 定义了高斯 映射： 

V, : M n ~ l S n ~ l (25) 

(点转变到向景 n P 的终点，而由坐标原点出发). 

定理 26.2. 成立下面 公式： 


Kdcr - 1〆 (仏卜 】)， 
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下的 （n 


产别 J Kdt ^^( d ^) : 当? 口 2 7 

^ \ K\Z\g~\dy 1 A dy 2 = = sin OdOdip ), 当 n = 3 ， 

其中咖 = y / lgidy 1 A … Ady ) 1 - 1 为曲面 h 在局部坐标 y \ ■- f- 1 K 的 （ n —1) 
维体积元 . 

(运算俨在 (0, k ) 型张量上的定义见 P 2.) 

证明（仅对 n ^2 的情形).我们对 n = 3的情形进行证明+在舻中我们选取 
W P 为原点的欧氏坐标，使得 z = a 3 轴在 P 点正交于此曲面，而轴^ = x\y = x 2 
切于此曲面.于是 〆 = x ， y 2 二 y , 从而存:尸点附近曲间由方程 z = f ( x , y ) 给出，它 

满足办 | P = 0■又 ， Y = det ( ^ ) ? 9lj ^ ^于点尸成立（这时 A -/ y -0). 

在球面 .9- 1 ^ 5 2 上我们选取^样^ jk 标，使得在点 命 ( P .) - Q 处 S 轴垂直于炉， 
而无轴和&轴切 T S 2 ; 那么形式/? = sin Bd 0 d ( p 在点 Q 有形式 Q = dxA dy , 而在 
点 Q 附近球面由方程5 = V 1 —护—浐;在点 Q 的球面度暈有形叫=心. 

在点 P 附近的点 P ' 的法向量的坐标为 


满足 df\p — 0. K = det 


S zj 于点尸成立（这时尺 =/ y -0). 


fx 


一 fi 


(又 ， 在点 p 有/ r = / y = o ). 因此在点 p 附近，高斯映射功可记为 


X = 


— /x 

+ J1 + 疗 


-fy 

I .十方十# 


(点，的坐标变为点的坐标 x , y ). 
由定义，形式 ^*(0) (参宥 §22) ^ 




dx dy dx dy\ 
dx dy dy dx J 

Jdx A dy . 


dx A dy 


( 26 ) 


=Jdx A dy . (27) 

其中 ./ 为映射妒在点 p 的雅可比-因为在点 p 有尺=八= 0 ,则#然 j = 
fxxfyy-Uyfyx = K (高斯曲率).因为在点 J > 的模| ? |等于 1( 见 §7.3 的公式 （ L 5) 在 
曲面 卜诱 导的度量的情形)，于是在所选坐标系（点尸处）下最终成立公式 


^\ Ag\dx Ady ^ V 广(仏- 1 )， 


(28) 


在 n = 3 时的定理已 证毕. 对其佘剩下的〜其证明完全类似. □ 

注当 n = 2时有=却且对曲线 t 1 = ^ i ( y ),^ 2 ^ x 2 ( y ) 形式；办为 
^ yM d V = Kdl ' 其中出为长度元 （ Z 为自然参数). 
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3. 广义斯托克斯公式.例题 

我们在前面的一节中已经看到，对 n 维空间中的&维曲面上对々阶形式的积分 
定义并不一定要求这个曲面有形如 W … 的整体的参数表示.闵为对 

空间中和平面上的坐标变换，积分不变，并_1^.在叹域的并上的积分等于积分的和，故 
而可将曲面分割为.许多片段，然后在每 块 上分别地引进坐标.在此之后 7 在每一块 
片段上进行积分，并需对这些站果取和，从而得到在曲面上的积分. 

另外的注解是 ； 在曲面上常常可以引进那样的整体坐标它具有竒点 
(见第一章和第二章)，且奇点集合的维数较小,使在此集合上的积分没有给出仟何贡 
献.这样的坐标常常被用到积分理论之中. 例如， 其中有平面上的极坐标（奇点为 
r = 0), 空间中的柱或球1針坐标为柱坐标（奇点由直线 r = 0组成 
为球面坐标（竒点也由一条直线和对应干坐标值为 r = o ^ = o : e ^7 t 的那些点充 
满)+ 在球面 b 我们有坐标 ( B 7 < p ) : 其奇点为 G = Qj = [ 球面，这个最简单的曲面， 
在它上面原则上不能引进一个单一的没有奇点的坐标系.在这些例子中坐标系奇点 
的集合相当小，它对 T 积分没有影响-故而我们对它们 “ 不予理睬”. 

在分析中已知曲面上的积分和在它的边界上的积分之间有所关联 h = 2时的 
格林定理 , n = = 3 时的卨斯-奥斯特罗格拉茨基公式，以及 n = 3, Ar = 2的 

斯托克斯公式).我们如今以反称张董（微分形式）的观点来考虑这些公式. 

由于积分的可加性只需知道在每个曲面片段上的基本定义即可. 设在 k 维空间 
中以不等式/( V ，…的方式给出了曲域 LV 并设尸为方程/(叭… ? ^) = 0 
定义的它的 边界， 又假设迫个有边界的 E 域在 n 维空间…，，中的嵌人由 

x l ^ - ,z k ), i = 1,2, ■ ■，n 

给出. 我们于是得到参数化的所给曲既其区域和它的边界 r 为 k - 1 维的曲面^ 

在 K 域 f / 上的和在其边界上的对所有 n 维空间 Or 1 ,..) 中具相应阶数的 
所有可能的微分形式，其积分之间究竟有什么联系？ 

最简单的情形即& = 1的 情形； 这吋？ = = t 为曲线 t IX 域为线段 

构咏 边界 r 是一对点 i = a 和 f = 6, 乂（纯粹形式地）由带负号的点 a 走向带正 
号的点 f >. 

特别要提及平凡情形，即在 U 维 “ 曲面”上对标量 （“0 阶形式”）的“积 分”； 按 
定义这个 “ 曲面”由带符号的几个点组成. 

“维数0的曲面”是点的形式和乙 士仏其 中巧为空间中的点，函数/ ㈤ 在 “0 
维曲面” L 的 “ 积分”由定义是这个函数在这些点的值以相应的符号 的和： 

此积分 二 E 士卿. 

C 

如果在空间中给出了曲线/⑴和其上的线段 i 7 ( a ^ b ), 其边界为 r = Q — 巧由 
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分析中我们知道有公式（牛顿-莱布尼茨） 

r u 

P = (x i (a)) i Q = (xUb.).). 

这是最 简甲的 “斯托克斯公式' 它将在边界上的积分和在该区域的积分联系起来. 
在一种普遍认同的意 义下， 高维的斯托克斯型的公式是它的直接推广，并且进而可 
以形式地化回到这个最简单的情形. 

回到一般的情形，即在曲面？ =/(八… ， z k )，i = h …， n h 有坐标，一 
的区域 G 并有由 /( W , …=0给出的边界厂（区域 t / 由不等式/ ㈤ 切给出). 
如果在空间…， f 中给出了 k -1 阶形式（即（0> - 1) 型反称张量)，它可 

写为 T = E T 1>1 tk _ 1 dx ii A … A dx ik ~' ? 于是 p 了以对它在 — 1) 维曲面/ \ 即 

曲面 W ：= xHz 1 . ' + - , z k ),i = 1,…， n 上区域 tz 的边界上进行积分. 

成立1般的 定理： 

定理 26*3* 对任意微分形式 


丁 = 〉: Tiv .. i h _ L dcc 11 

il <-，< ik-l 


八 … 八 dx ik -、 


其中系数 T ^ ix ) 为光滑，及任意光滑曲面 ■■ 7 ^)和它上面的有界区 
域 K 并具有光滑的边界八同时它由一块片段构成，那么成立等式 

± j T; J dT. (30) 

r u 


这个公式的平凡情形 A: 二 1 二 (j 已在上面指出过.这里的 dT % k 阶形式 
(张量 r 或& - 1阶微分形式的反称的梯度). 

在二维和三维情形这个对不同 A： 的公式被命名为格林，高斯-奥斯特罗袼拉茨 
基以及斯托克斯 公式； 这些公式 （30) 的特殊情形独立地在分析课程中给予了证明. 
我们来考察这些情形. 

I 

1) 平面情形 (n 二 2). 给出在平面中的闭曲线 r ： x i = x ^ t ^ x ^ a ) = x l ( b ). 设这 
条曲线围成/平面卜区域 L 对任意的（余）向量场 TdW (—阶形式）定义了在曲线 
厂上的 积分. 如果向量场 T a dx n 在 K 域 U 内部有定义并且没有奇点，则成立公式 


或者 



dl \ 

dx 2 



dx 1 A dx 2 , 

I 


J ㈣ = J 酿—許 …， 

r u 


( 31 ) 
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这就是栴林公式（广义斯托克斯定理的特殊情形 

下面补充的是关于所考虑平面为复变景 z = x ^ iy 的平面情形，设 f ( z ) = 
f ( x , y ) = u ( x . y ) iv ( x . y ) 为复值函数.考虑积分 



f ( z)dz 



( t /, 4 - iv){dx + idy ) 


[udx — vdy ) + i {vdx + udy ) 


r 


运用格林公式有 


f { z ) d ： 


r 



du 


dy dx 


dx A dy 


u 



du 

Ih : 


dx A dy . 


我们得出 结论： 如果函数 / ㈤ 在 K 域内部处处光滑，并且满足柯西-黎曼条件（参 
看 §12) 


du 3 v dv 

dy dx ’ dy 



da ： 


(32) 


T 是形式 f { z)dz 为闭， 

由此事实 得到： 如果 n 为非负整数，则 jz^dz = 0对任意闭周线 r 成立； 如果 


打 为负，则 j z^-dz = 0对不包围0点的周线成立，并且 jz^-dz 不依赖于 r , 这时 r 

r 厂 

绕0,譬如，按逆时针方向进行■取 r 作为单位圆^⑴；^,0^^由简单 i [ 算得 
到 


j z IL (h = 



如果 -1 
如果 n = -1. 


这基 r 重要的"残数定埋”.就是说，对于一致收敛的级数 /(y 二 Y2c n (z-o.) n 成立 

x , h — n —cc 

有公式（周线 r 绕点 a 并位于级数的一致收敛的区域内） 


f ( z)dz = 2 nic- U 
r 

- a )~ k f ( z)dz = 27 vic k -^ 


(33) 


这些公式允许对解析函数 / ㈤ M 成泰勒级数时的系数（如果所有的幂次 n >0) 
或者洛朗级数 (-oo < n < oo ) 的系数通过积分计算出来. 

2) 三维 情形. 设给出 r 二维空间，其坐标为这道要分开两种情形 汝 = 
2 和^二 3, 
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a ) 设 A = 为区域，尸为其边界.•丁是成立公式 



lijdx 1 A dx ^ 


UK 


dT i2 dT^ 
dx 3 da : 1 


dT^\ 

J 


dx ] A dx 2 A dx 3 . 


(34) 


如果 . xW 3 为欧氏坐标， 令： T 1 = , T 2 = - T X s , T 3 - T 12j 则可以定义向量 1 

如果进一步设 Ti 为曲面的单位法向量，则根据定理 26 J 我们得到 



^<7 


Tijdx 1 A dx j = JJ { T , n }\/\ g \ dz i A dz 2 


(35) 


其中八 P 为曲面上的坐标 〆 a 二 ^/ lildz 1 Adz 2 为其上的面积元 


另外， 


^\ 2 dT v , , dT 2 3 dT l Jt 

硕十 ~d^ — W 一 厂 


最后得到 


JJ n } Vl^l 心 i 八心 J = jj\j\ n}da = JJJ (div T )^ 1 A dx 2 A dx 3 . 


㈣ 


这是在气维空间中的高斯奥斯特罗格拉茨基公式. 

b ) 设= 2,【/为曲面/二 i - 1,2,3 上的区域 : 尸为这个 K 域的边界 
(曲线).我们有 





A dx 


3 


m ot 2 

dx 2 dx 3 


dx 2 A dx 3 • 


(37) 


在欧氏情形，不需要区分向量和余 向量， 內而 tij " 以将反称张量 （ r 0 ) 与向量 r = ( r ” 
看作一样，那么我们得到 r (斯托克斯公式） 



T ^ dx 01 — JJ (rot T , n ) dz l A dz \ 


㈣ ) 


其中 mt r 是与反称张量 (rot T )^ =篇 為 相对照的向量. 
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因此，在所有这些情况巾：借助于定理26.1，广义的斯托克斯公式便转化为各种 
不同的分析教程中的积分公式.从而对三维空间已证明了它. 

最后我们注意到，在广义斯托克斯定 瑚的公 式化叙述中没 
有必要认定边界 r 只由一块片段组成 . 如果边界 r 由几块 
片段构成憚31)，则在不同的块上的积分带有符号十或 - ， 

即需要选取方向.以前在= 1的平凡情形已经注意到了这 
一点：那时曲线段的边界 r 由两个点组成，个有符9 +( 终 
点)，而另一个（起点）具符号在此应注意到 ； 在表达式 

U ( T ^^ dz 1 Adz 2 中的符号选择（或者是所说的边界 Z 1 

的“定向”）由单位法向量 n 的方向决定 （: 参看后面的 §26.4). 

我们现在指出广义斯托克斯定理的 个 应用 > 

/ 

+ 1 

考虑四维空间:^二 ct ， 心 a 其度量叫二 _1 

\ 0 - 1 / 

光速， t 为时间. 

Ht F ik = - F ki 为电碰场张量= 0 ? 1 ; 2 ; 3,我们现将研究这个张量在时 M 
= d 不变而只允许进行空间坐标 x\i = 1,2,3的变换 

J r 2 

时的性质.此时 ； 张量 ( F ih ) 在四维空间中定义了电场余向量私 = 凡 ⑴ a = 1 5 2 5 3, 
以及磁场张量//加= - H aS = F a & , a,p = 1,2,3. 如果坐标是欧几里得的, 
则磁场定义了磁场向量 (§21.) 

H 1 = ^ 3 , H 2 二 -H L3y H ：i = H 12 . 

以微分形式表示为 

d ( F i ： j d ^ A dx ^) = 0 (麦克斯韦笫一对方程） 

或者在=维欧氏表示中则为 

, r „ dH 1 n 

a) div H = -- = 0; 

’ dx ^ 

b) rotE + i^=0. 

c ot 



> 其中 c 为 




§26. 反称张量和积分理论 


由方程 a ) 和高斯-奥斯特罗格拉茨基公式得到（其中 r 为区域的边界) 



div Hdx 1 A dx 2 A dx ^ 


JJ (H,n}df7 


(“穿过闭曲面的磁场流总为零 

由方程 b ) 和斯托克斯公式我们得到 


JJ (rot E.njdi 



E^dx 


( r 为曲面上区域 c / 的边界 ) 


11 ^ 


n)drr 



E a dx ' 


(“通 过曲面的磁场流对时间的导数的负号值等于电场在曲面边界旋转量”) 
第二对麦克斯韦方程的形状为 (§25) 


+ dF ik 1 a 尸 0 
^ dx k ^ c dt 

k—i 


4 tt 


J ⑷ 


其中和） = 为电荷密度 ， j = 为三维电流向量（在度量 


+ 1 



下的张量的发散量等于（带符号）四维的电流向量乘以 


0 


47 f / c ) 


在=维形式中这给 出了： 

a ) div E = 4? rp . 

1 施 

b) rot H - —= —— i ， 

c dt c J 

由 a ) 和高斯-奥斯恃罗格拉茨基公式我们有 


JJI ^ pdx A A dx 2 a dx 3 = Jj { E 、 n)da 


(“通过区域边界的电场流等于在整个区域上的总电荷的 47 r 倍” )■ 
定理,我们有 


由 W 和斯托克斯 


im 


^ 7 n)da- + JJ = j 

u r 


H a dx a y 
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鑰霾拿枨璗的 W 分学 


H ' t * r 为仙面上 KJi f ； 的边界卜通 fcl 曲面的总电流加 I 油 过这个啪拥的电坻液的 
铎数等干磁场4这个曲凼边埭 I :的旋转 «“>. 

• nm / i : 这 mfi 到 r « 兑斯 h 弟•对邦奶二对/>程的不问；1柯内涵.帟一对//桴 
、 fr 何的空 ri 丨 • a . k . v F ® 二別则没有*摄便不能描述.这些方 柞的通 常形式 
，欧氏史标««相关. 

4. 对立方体上的广义斯托克斯定 a 的证 w , 

上 SlL 泠指 出， a 押的 ffiHffl 办靳 -* 斯特栌袼«茨 w 机分公式迠广义斯托* 
版公式的特殊惝形.在这一<小节中我 m 赘 iiFMjm 分 K 域为 A 维 i 方形时的广义斯« 
立斯公 st . 

jt 中的奇 寺主才 4 夕定义为 jtm 映射 — R -. r ^ x , K 中 /* 为 a - 饱的 m 
卡儿立方体： 

力 fii ， 0 w 泸 1 分削记义 n«i 块 （fe - \)m'An i ： n i： t im wj. w di k a 

氓立方沐产妁边 •: ar v = [J(C u o. 

u 

设 « p fc -> > T ^" h (^- L ) 形式伞 w 为 JC 外楸分：乂设 
^ ： / fc - 为禽沣立方体 

定理 26 儿成之等式 

f - j 矿 1 

(我们瑕定边界占，的定向由立//椒从的 ft 然定向 诱导. 另外， S 孕*借拗于 
外法线^；现的 ». 

注 这里的积分/ # e 对 y 方体的仝部边界取和. 

tl 明咢出赁分形式^ - ，心) ；由干 〆 •Jjetf d 的 ■*/» 换 rt , 我们 * I ^ 
r^ 9 M cr*(^K W 此对所要求的命 SfiUtt UH 叫 F 面形式卯可： 

/ yr - / dL 、 

OJ ‘ J ‘ 

权们缶这屯应用定义有 

J 如=/霣-叫）和 j r = J ^ 9 M 

t ^ u k ) l x o (0 f ” ( U - 

^^ JiifM ^ L ' A , i \ v ： n ( j -) j « a/ A fct « tAi 本的外法纯.刚州 6 / 的涛 砵； irr "] itiw . 兜 

I " I,… ,^-ii H K 桝 ilii . ,} 1^ t k 的 P •知定鉍 ( Wllf ： W | HV 农埘的 一吔情 彤《|», 
泞的边 ff 1:的定釣对砝丁•逆》|1»«抒 ) 
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设 UJ 二〜 ( 文 1 ,， " 

略 j 、 了微分 dx { \ 


j ： k )dx x 八 … A dx a A * •八 dx k ^ it 中 a a (^ 

J ••是 


•/) 为光滑函数，而 


_ ^ _____ 

dui = jr -^ dx a A dx 1 八…八 dx ^ 八 … A dx k 

W*ly 

<1 

Oi 

4 

这里 ^ Adx k . 为了简化进一步的讨论 7 我们假定阐数 ■ .，/)表 
不为乘积形式 k 

- 7 x h ) = J3 hi(x^) , 

4=] 

其中时为单变量 W 的光滑螭数 i ( 回忆分析教程中曾证明过下面的 定理： 任意光滑 
函数可由单变量光滑函数乘积的线性组合一致 逼近； 我们当然不会在这里证明它 .） 
以显式计算表迖式 Jd ^. 


duj 


/(? 





㈠ 尸 


dx a 


(fl 


)d k 


江…躺 ） a 


E 


/…/ (-ir _ w) …㈤- 1 〆— J )^ fl o ra+l 


(^ kl ) (^°) ( x k ) 


^ a (^) (-1) 


a— 1 



學 w ^ 


八…八 dx^ A • - A rfx 


E 



( Ktx . 1 ) … 运 (，)■ …砣 (/) x K ( l ) - 6^(0)]) 


(: r ” ( x ^) ( x k ) 

dx 1 A … A dx ^ 八 … A dx k 





/ … / 


(^ 1 ) ( x ^) ( x ^) 


O ⑴… ^f ^))^ 1 A--Ad^A---Adx k 


-E 


s • % 


l-I 


( X 1 ) (^) ( x k ) 


〜 Or 1 ，•. ： ^)1^=(])^ A • - A ^ A ^ ■ A 



di k 



定理得证. 


第四章张置的微分学 


□ 


习题 

26.1, 计算在基災度 fi 下群从叩， IR ) 和 SU{2) 的体积. 

26.2. 设#为在四维闵可夫斯基空间巾的向星，我们定义这个向量场在 
三维超曲面上的积分（向量场通过此超曲面的 ：: 流”为对3形式 X ^ dSi 的积分 ： 其 
中 

dS z = -\/\g\£ 3 kudx j Adx k A dx l , 

W . 为 4 阶反称张量（其定义在§18,2巾).试由广义斯托克斯定理推导出等式 
(在伪欧氏坐标下） 

nv 

26.3 •设 t / 为空间中具光滑边界的有界 W 域， 而空间上给出了黎曼度量.％, 乂 

设嘴为所有光滑 p 形式的空间，这些形式在 （7 的外部均为零.我们在空间巧；中 
引进内积为 

(^ 1 ,^ 2) = y a 似 2 ， 

U 

为呢 中的；?形式. 

a ) 证明空间頌在所引进的内积为 欧几电 得的（参看习题 19.2). 

b ) 算了 * 为 JF 交： 

〈氺 wi , = {^ 1 ,^ 2 }- 

C ) 算子占= (_ l )^ n+l * 如与 d 相伴随 ，即 

( diAJi . u ) 2 ) = {^ 1 ,^ 2 )^ 

d ) d 的二重算子为 零:砧 = 0+ 

e ) 设 ▽ = dS + 队 证明算 子 ▽ 在空间项中 自伴： 验证 
下面的置换 关系： 

Ad = dA^ A<5 = 5A^ A* = 本 

§27. 复空间中的微分形式 
1. 算子和 d " 

设 D 为复空间中的区域 ； 空间的坐标为 . 可以考虑“实化” 区域 
，，其实坐标为 A 其中 

々二工 k + ip k \ k 二1'， 、 n . ( 1 ) 
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§27，复空间中的微分形式 


向量 3 r ， … .1.4 r . …，4构成护的切空间的基.我们将考虑复切空间 ，即 

ox 1 ux Tt i ) y L ay n 

复系数的线性组合 

n ?1 rs 

k—l k —1 ^ 

在这铿向鲎枸成的空间中弓 1 进复基底是方 便的， 即基底其中 


Dz k ~ 2 \ dx h dy k ) ' dz k ~ 2 \ dx k + 1 dy k ) ) - ^ ( 3 ) 

为了得到进一步更为淸晰的公式 ； 我们给出呰约定.对应于带 “杠” 的坐标的 
张量的指标也常常被画上“杠' 除非那贱记号已经有了 例如， a kT 占 1 是这 

两个指标都求和（参看下面的公式⑷# ),(9) 等等 )， 

仟意复向星 （ 因而有形状 



这里的 H 量4为实的当目_仅当的情形是# =斤在复余向童 （1 形式）空间中的对 
偶基的形状是 


dz k ^ dx k idy k ' dz k = dx k — idy k , k 二 l t ■…， n . ⑸ 

任意复 k 靡式 a ;, l ^/ c ^2 n 是表达式 dz u 八… A dz ip A dz J ^ 八…八 dp q ,p +<? = /? 的 
线性组合.因而 w 可以表示为 


^ = 叫 ，0 + Wfc— 1,1 + _ _ - + 吨上， (6) 

其中 uj p ：(/ , p-h q ^ k 包含了 p 个微分心及 q 个微分 d ㈤ ，即 

^ ^ Y1 …“… W 1 " 八 …■ 八 " 。 八扣 1 A … 八 ㈣ ， (7) 

n _ W.tp 

• 3 q 

其中分量 … iph j q 对丁指标 h ，■ ■ , V 和 J 1 ? ■ J , 分別为反称的.称形式为 

M 型形式 - 

展丌式⑹不依赖于复坐标的选择.如果 W ’ 1 ， … 〆 1 为 R 域中另一组复坐标， 
而 w … , z n ) 复解析函数，则小 d 只是心 3 ， … ' d .， 的形式的线性组合，而 

dw { 为必 ] ,…，的形式的线性组合. 

引理 27.1. 微分 c / 可以唯一地表示为 

d — d f ~\- (8) 

其中对于 { p ， q 、 型的形式而言为[> + 1,幻型， 而微分 cTw 为 （ p，g + l ) 型. 
算子 d f ， d ” 对于复解析坐标变换不变. 
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第四章张 ft 的微分学 


证明 对形状⑺的形式我们有 

1 0 T 

duj p 0 = — V — A dz il /\ …八 dz^ A dz h A --- A dz j ^ 

p \ q \ () z l 

▲ 1 V •• 1 1 ? * * * :' i £f 


一 1 )P 
p ! g ! 




OT { 


Ui ■，，••)" 




dz h A • - A dz iv A dz j A dz ;il 八…八 dz ^ 


⑼ 


.._ 7 ?q 


我们以表示这个公式中的第一项，以 d 〜糾 农示第二项.由于展幵式 （ 6 ) 的 
唯一性.在 ( j ' g ) 型形式的和中算 子/和 完全由等式⑼所决定.它的不变性来 
自展式 （ 6 ) 对于复解析变换的不变性.引理证讫. □ 

推论/和，的二重算子 为零： 


( d f ) 2 = { d fi f - 0 ; 

又这两个算子间是反交 换的： 

( 10 ) 

< fd ! = - d ! d fi . 

( 11 ) 


证明 由等式 rf 2 = 0 及/ + = d 得到 


(I 二 d 2 ^j p ^ = (d J ) 2 」 p:q + + (d f d ,f u} p ^ 4- d f, d f u: Piq ). 

右端第一项为 ( j >+ 2 , q ) 型：第二项为十 2) 型 ； 第三和第四项为型. 
因此所冇这三个形式均为零.从而得 iJL □ 

定义 27.1. 如果 

d If uJ = 0 (12) 

则称 （p: 0) 型形式 w 为全纯的， 

例 27.1. (0,0)型形式 w 为复函数/0 1 ，…，条件 d"/ = 0 即 

函数/的复解析性的条件： 


鲁， v : = in 

在般情形下：如果 ( p . o ) 型形式的系数为复解析函数，则形式 U 为全纯, 


满足 


2. 凯勒度量.曲率形式 

区域 D 中的埃尔米特度量凼函 数组心 &给出，它参照每个坐标系 


z n ) 


a ) 9 jk = Wj- 

h ) 在坐标变换 V = ■: 〆 ) ； ^ 7 三 0 ,我们有 




% 2T . 复空间中的微分形式 


* 2QQ - 


_ dz ^ f dz k \ 
g 作 ,=9 作蘇、 研)' 

c ) 形式 邮时 为正定〔由于 a ) 其为实的). 

复切向 li f 二（0，#)和 . n =[ v h W ) 的复内积由公式 

dv)c = 9jkC j V k ( 13 ) 

给出.内积 （，) c 不依赖于裒坐标的选取，它在 实区域 Z > R 巾给出了黎曼度量 Us 为 




(14) 


(参看 §11.2), 

对实向量即对 #= a 4 的向量^它满足埃尔米特条件 


{H = {^ Oc - 


故而表达式 




% 

2 


d"〉C 一 {^yV) 


2 


2 9jk 




(15) 


( 16 ) 


对€和"是反称的，从而给出办* h 的二阶微分形式，形式 I ? 的显式 表达为 


^ ^ ^kdz j A dz k : 


(17) 


从而 D 为 (1,1) 


定义 2 T .2. 如果埃尔米特度量对应的形式/?为闭，即 


da ^ 0, 
«• 


则称此度量为凯勒度量. 

凯勒条件的几何意义将在 §29.4 解释清楚. 

例 27*2. 假设在二维实曲面上氐域 o 上引进了共形坐标.在其中的度量有形 
状 

ds 2 = gdzdz. (lg) 

于是 P 为曲面的面积 元： 

% 

2 

^ ^ 2 V^(^ T + ^dy){dx — idy) = ^/gdx A dy. 

由于维数的原因 w 是闭的，从而这个度 tt 总是凯勒的， 
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第四章张量的微分学 


引理 27,2 .设離 为埃尔米特度量， p = 令 



27 T 2 


mg - 


那么为 ( U ) 形式， 

证明只耑验证形式 W 的定义不依赖于复坐标的选取.作复解析坐标变换 

f) z j 

/ = z^w 1 , ■■- 〆) ， 碱 = 0. 09) 


设 ■/= d ㈣ . 对应的实坐标变换的雅可 比为卜 /| 2 ( 见 §12.2). 于是此时埃 
尔米特形式的矩阵的行列式§为 


9 ― \^\ 2 ff = J]g' 

由此 

^ln g = cf^n J d f \r\ J + ^Iri g = d'ln ■/ + dfhi 

由于函数 J 的解析性，其中 ^ln J - 0,另外 f 

d^^ln g - d ,f d f \n J + d! ! dtli\ g =，d r d ,f \n J + d r! d f \n g = rfd^n g, 

在其中我们用到 / 等式 = - d ft d ! , M d f> J = 0. 引理证讫 i 

再考虑在共形坐标下的二维实曲面的度量 gdzdz . 我们有 定理： 

定理 27*1. 形式 ： j = ^- d r h 9 为 

2 lTt 




2丌 


KQ y 


其中灰为曲面的高斯曲率，而形式 U = 7 -gdz A dz 为面 积兀. 

证明我们有 


d f d"ln g = 


S 1 

dzdz 


In gdz /\ dz. 


我们在 §13 .J 看到，对于给了共形坐标的曲面而言,」§^等于高斯曲率.证完 .口 

g ozoz 


§ 28 ,共变微分 


§28. 共变微分 
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1. 欧氏联络 

在抑5中我们分析过取反称张量（张量场）梯度的运算，它变到阶數增加 r 1的 
反称张量，这个运算在分量上为 


fe+i 




& T , 




dx 


⑴ 


特别 k = l 时有 


( dT ) 


dTj dTi 

8x ^ 


⑶ 


在那里也曾指出过 Jr 仍旧是个张量（对 k = o 7 i 有严格的证明).也指出过算子 a 
是唯-的不依赖于儿何结构的作用在张量上的微分 算子； 这里所说的唯 >性的意思 
是指所有其他这种微分算子都可化为它和它的纯粹的以前所列出的代数运算 （指标 
置换，加，积，取迹). 

关于函数梯度在具笛卡儿坐标 ^ 1 x tt 的空间中的 ( p , q ) 型张量丄按常规的 

推广 

f q\ 

3i--jQ\k Q x k ， K°) 

也已经指出过，这个运算的结果并不是 (pd + 1 ) 型的张量. a 为我们会经常遇到这 
个运算，我们将指出-类变換，在这类变换下其变化结果就像张 a 那样.这就是线性 
变换. 

定理 28,1,如果在空间中给出了坐标和张量 r = 则在所有线性坐标 

变换 y 


hj = I 


71. 


常数 




•3 


^oi = SI 


下，场 


T , 


dT\ 




dx k 


像 （ P ; g 十 l ) 型张量那样变化. 
证明对线性变换，我们有 


^ =^=常数，11^ = 0 


dzj 


dzWz k 


dz + 

d9 


b )= 常数 
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第四章张量的微分学 


按张量的定义 


于 k 1， • • kp 

i \ 


其巾 （- i ) ^ m ' i p , ( k ) 二 k ' … kp 乂 
数，则在微分公式〔4)下，我们将有 


3z k ^ dx h 
J1 … J<i d.rM dx l ^> dz li 

= …心 ， CO = 


dxh 

a ?7 




⑷ 


v 因匁以尸常数允二常 


墙 r 


柯 )) 

dz r 


dT t 


(j) 






温 x 喵喂. 


(5) 


这是张量的变换规则 I 定理得证. 
我们在证明中关键地应用了 


d 2 x i 

dz j dz k 


0,例如，考虑 （0,1) 型和（1，0)型 张量: 


M = t 吃 — # 

dx k r ' k ' dx k 

由刚刚证明的定理知， T 心 和％对于线性坐标变换像张量那样变化，在一般的坐标 


变换 


：1 - 


x t (z 1 ^ . z n ). i 


d 2 X l 


丄， ■ ■ 1 %并设 章 0 我们有 


♦ 

T 1 . 一 

丄 ：} \fi ~ 


?k = JL ( r ^\ = 

dzr dz 八 1 q z j J - . 

dTi dx p dx l d 2 x l 

d 讲 dz^ + " d^d?J 


dTi d 2 x l 

dz ^ Wz ^ + 1 dz ^ dz ^ 

dx^ dx i ^ d 2 '^ 

r — ijP ~ d ^ d ^ + Ti d ^ a ^ 


出 ; p ijzn iJz] 加他 J ^ dz f 

这里的 ^ 是在坐标系 t >) 下的分量，而 2; 是在坐标系化）下的分 M 
换公式的形状为 〜 

色 = 亍 _ T dx^dx^ d 2 x i 

dz ^ ~ 训 - l ^' d ^ d 7^ Fi dz i idzJ ' 


因此，•…般变 


dz ^ a f ^ dz<idzj 1 ^ dz^dzy 
^^7 不具有张量的特征.如同存: §25 证明过的，表达式 

〜〜 一 . {^7*P f ) 下七 

{dT) jq = T q;j - Tj, q = (T p ^ - T Up )^^ 


⑹ 


{ dT) ip 


dx? } dx { 
dz ^ dz ^ 


为张 s . 然而其对称部分 




不是关于任意坐标变换的张量. 


§28. 共变微分 
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对于张量: r 我们有类似的 





0 


dz l dz l 


T 


, dz j 


dT l dz ^ 

dz l dx % 


T 


• d {dz^ 


dz l V dx l 


dT 1 dxJ } dz 3 


+ T 


d 2 z j dx ^ 


dx^ 3z l dx l dx T Ox q dz^ 

Nf 淸楚看出 ； 由于第一项这不是 一 个张量.由⑺得到 


⑺ 




dT ] 


dTHz 1 , d 2 ^ dx^ 

7 + i 


dz^ dx p dz l 


dx i dx q dz^ 


r : W 


d 


dx 1 dx c i dz ^ 


° X -^ T ) + T idxq ° 2zj 


dz ^ dxK 


⑻ 


注 


dT ‘ 

dx i 


= 1 (在欧氏坐标下进行汁算）常被称做向量场的发散龍这个表达 
式对于非线性坐标变换不是个标量， 

这个公式般只用丁欧氏坐标 ㈡ 1 ，….，，)，而发散量的意义 在于: 如果给了空 
间中点的小位移 

^ 一士 / 十 ThV.. 

则在区域位移后欧 K ： 休积元 dx 1 八… ，/ \ dx n 得到了增量 T ^ dx 1 A ^-/\ dx n (参看 §22.2). 
我们现在返回到梯度 ' 

木 =…^:广 (9) 

的变换 规律. 由于所证的定理，我们约定只在欧氏坐标 V ，…和在欧氏线性变换 


a 卜常数 

下得到的不同坐标中进行这种运算. 

一我们已证明，在另一个不同 于化） 的非线性变换得到的坐标系中 ； 按这个公式进 
行运算时，我们得到与相伴的表达式是非张量规律的变化 ■ 

现在到了以另一种观点看这个问题的吋候 f ; 我们从什么地方知道，取梯度的 
运算- 定要 由同一个公忒定义？ 

可以假定下面的 情形： 

a ) 运算与欧儿里得儿何应有完全实质性的 联系； 

b ) 只能在欧氏坐标 t 下它才能按公式⑼ 进行； 

c ) 作为这个运算的结果应得到张垃. 

由这些假定得出什么推论？应按什么样的公式这个运算能应用于其他的与欧氏 
非线性变换有关的坐标系？对这些假定得出的结论，我们首先应该计算在欧氏坐标 

下对向量场 r 进行运算的结果，并 H 只有在这之后，根据张量规律，转换 
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这个结果到（仟意）其他坐标 系上: 
令 


(之 1 ， • • • = 1， • • • 利用缩写，我们 


⑷ 

⑴; 


月，厂 0) 

at (J) 

dx s 


(0 = iir- 7 ， (j) = jl - … jq 


( 10 ) 


按定义，我们假定 私 为张量.因此有 


(t) _ T (i) 加 (j) d 之⑻ dx s 
C 0; r - 


(11) 


其中 


dx ⑴ 


dx j 

dz l 


dxJ 


dz ^ Oz kl dz k ^ 


dz l q ’ dxM^ dx 


dx 


问题是，在來标系 （ a ） 下什么样的运算可以由得到 f ( ^ g ? 

为简明起见考虑向量场 （ T -) 和余向量场 ( T ,). 在这种情形下，由（]1)得到 



r \ 


dz k dx 各 


因为 T .\ 


3 T 

dx ^ 


， s dzQ 


，故由公式 (12) 得到 


Tl.r = Ty, 


dx^ dx s 


( 12 ) 



dx s 3z k dT l 8z k 


q dx^ dz^ dx j dz^ dx j 


回想有 f 夂 


T 售■由 (13) 得到等式 


(13) 



dz k d 


n<i dz ^ dx 1 dz ^ 


( f k ) - T { 


； o ( dz k 
dz ^ \ dx 4 


(14) 


由于 p 于是得到下面的等式 


现引人记号 


_ OT k ^dx l d 2 z h dx 


dz ^ 


3 z H dx ^ dx ^ 




dx 1 dx^ d 2 z k 


dz 3 dz^ Qx % dx 


公式 （15) 便有了最终的形式 


⑽ 


⑽ 


巧=監 + r ^ fs - 


(17) 


我们便证明了 
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定理 28,2* 如果向量场（7,的梯度在任意坐标变换下如同张 M 那样变化，且 
在欧 K 坐标下按通常的公式 


rpi 

1 k 


dx k 


计算，则在仟意其他的坐标系下，这个梯度的计算公式为 

df k t 〜 

⑥ + F srT % 

其巾系数厂^由公式 （1 G ) 定义. . 

按照类似方法我们 p | 以变换余向量场的表 达式： 


= Tjp 


dx j dx 


dz l dz T 
3 (千⑹ k 

dF \ k d ^ 


8Tj dx 3 dxJ 
dx s dz T dz l 

dd — df k 

dz l ~ ~dP 


dTj dx ^ 
~ ~ d ^ ~ dz l 
dz h dx ^ \ 

dfi 

; ⑤ +」 


dT k sh , - dx^ 0 

Oz - 1 ^ 


dz k 


亍 dx j d 
k dz 1 dz r 


fdz k 

\ d ^ 


+ T k 


dd dx 3 d 2 z k 

习？ 'dzT dx^ dx 


m 

dF 


rtrf k , 


其中 4 


_ dx^ dx s d 2 z k 

iT dz 1 dz r dxi dx’ 

因此，我们证明了 

定理 28.3. 如果余向量场的梯度在任意坐标变换下如同张量那样变化, 
且在欧氏坐标系（: T) 下，按通常的公式 


T , : 


dTj 

dx k 


汁算， 则在任意坐标系 卜） 下，这个梯度的计算公式为 


T , 


di \ 

dz ^ 




( IB ) 


其中数组 /'& 同于定理 m2 中对向量场（户）的表示，即按公式 （16) 计算. 

因为在枸造取梯度的运算中，我们从对变换这样的要求出发即在任意坐标变换 
x ( z ) 下其结果如同张量 一样； 故而我们得到了对向量和佘向量的不同公式. 

^ ^ ' r ik^r (对余向量)， 


3 T 




何函 数组匕 则是公共的. 


我们在这里不对任意 （ P ，w 型张量进行计算，但将不 予证明 地引人 结论: 
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定理 28.4* 如采 ( p , q ) 沏张量场 rg 的梯度 T ^ yk 在任意坐标变换下如同张 
量-样变化，并且在欧氏坐标系下按公式 


I 



8^ 


计算，则在任： SK: 他坐标系 .xt ^⑷下 7 它的计筲 公式足 



Qj^( k ) p g 

( f \ + 0 厂心一 … Av jn 

dx T 乙 k • ir 

，今 =1 *i=*1 


⑽ 


( i 己号 h … （ k 3 一 0 … b •表示 ， 在组 h _‘ k p 中应取 f 荇换 h ), 其中 阑数组 
n q 按同一公式 （ if ) 计算 - 

例如，对干2阶张鼍我们有 

I 


^TIZ 


dx k 乃以 


fTn pp 
1 V 1 jk ， 


Tij;k 


mj 

dx k 


一 于 pJ 


1 卩一 
ik 


Ti p r : k ， 


^4' U L ^ 〜 • • 〜 . 

T: ‘ = ~^+ TP3r .“+h 

张贵 T (3 的梯度以 米褒示，其中 (» il … ip ， U ) =^ Jl - jq 

应该强我们所引进如运算与欧几里得几何有着本质的联系，关键之处在于我 
们用了 下面的两个要求来定义这个 运算： 

a) 运算得到的结果是个张量； 

b) 在欧氏坐标下它按照通常的公式汁 算： 


挪 — 糾， 

(以现在这个运算的观点看，也可以说 ： 那样的坐标使在其下的任意张量的梯度 w 了以 
按 h 述公式计算时就称此坐标为欧几里得的 .） 

还要解释函数组/^ = r ^ 3 { z ) 在坐标变换/ = zHz%i = \,... n 下是如何变化 
的- 

如果给出了欧氏坐标 


« ■ …， x n ), = x i ( z ) = x r ( z ( z / )) : 

则按公式 （16) 我们令 



dx A dx j d 2 z k 

dz ^ dz ^ dx^xJ 


d 2 x m dz k 
dz ^ dz ^ dx m 


(20) 



在姬标系中我们有 


由公式 （20) 和 （21) 得到了 


dx i dx j d 2 z k> 
dz〆 dz q ’ dx i dx ^ 


d 2 x rn dz ki 
d ^ dz ^ • dx ^ 


( 21 ) 


厂 fc 
1 V<J 


dz p dz ^ 
dz ^ dz ^ 


d 2 z h dx i dx ^ dz p dz q 
dx { dx ^ dz'P dz ^ dz pi dz qf 
d 2 z k dx ^ _ & z z h 

dx l dx^ dzP f dz^ _ dz^dz^ 


dz k d 2 x ^ 

dxj dz p/ dz^ 


这里我们用了等式 


d 2 [ z k { x { z r ))] 
— dz ^ dz ^ ~ 


d 

dz ^ 


dz k dx { 
dx i dz ^ 


d 2 x t dz k dx z dx ^ 

dz ^ { dz qi dx i ^ dz p/ dx l dx ^ dz ^ 


因此 


pk 
1 PH 


dz p dz ^ 

dz })/ dz qf 


d 2 z k 

~ dz ^~ dz ^ 


Qz k d 2 x j 
dx j dzP f dW 


由此得到等式 


dz k! 

dz k 


rk dz^ dzq d 2 z k 

网 十 dzP'dz^ 


dz k， dz k d'^J 
dz k dx^ 8z^3z^ 

d 2 x ^ {) z k> 
OzP'dz^ dx^ ^ 




最后得到： r 变換公式 


7~iV 


dz k， 

dz k 


( r X 


dz v dz q 


d 2 z k 

dz ^ dz ^ 


( 22 ) 


对于发展更加广泛的张童的共变微分概念而言，我们将利用上面所得的结果作 
为其理想的 基础； 这个新概念已不再与原始的欧氏坐标系统有任何关联厂 

定义 28.1. 如果在任意坐标系/，… 〆 中给出了函数组 r 土 ㈤ ，使它在坐标 
变换 Z 二 z ( z f ) 下按公式 （22) 变换，则说给出了任意类型的张量的共变微分运 
算（取梯度的运算).称 r » 为克氏(克里斯托费尔)符号， 

对于向量和余向量我们的共变微分运算（梯度）的定义公式为 




Ti , 


& r _ 

dx k 

m 

dx k 




4 a 


而对一般的张量则是公式 （19). 分簠 Ifj 的变换规律 （22) 原木出于要求张量的梯度 
重新为张量（虽然并不构成张韻 ：)， 这个亊实将在下-.小节中加以证明. 
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注1常常称共变微分〔梯度）运算为微分-几何联络. 

注2如果存在坐标 A 使得/$二0 (或者在此坐标中 

也称这样的芈标为欧几里得的， 

注3共变微分运算常常以符号 ▽ a 示： 


<1， 

dx k 


V 7, rp {^) rji ( i ) 

VfcJ (j) _ 1 UW 

2* 任意阶张置的共变微分 

我们已定义了向量（余向量）场的共变微分为- 个 运算，它在任-个坐标系 
CC 1 , …； f 屮被写成公式 


+ (向量槪 （ 23 ) 

二磐- l t T ^ (余向量 (24) 

这祖的为在所给坐标系中的某个函数，它在坐标变换下按规律 （22) 变化（克氏 
符号 >. 

反过来：设在每个坐标系中给出 了函数 r ^ ix ). 我们以(23) ; (24)给出 
向量和余向量扬的共变微分.我们将证明 : 对丁_ i %. 在坐标变换 d = W , … 〆 ) 
下的变换规律（ 22 )被下面的要求条件决定 ； 即共变微分的运算结果是个张量.成立 
下面定理. 

定理 28.5. 在坐标变换/ = 广… T . 〆 ） 下阐数的变化公式为 


厂 


^3 


尸 i dx k dw 

丄 


3 x if d t 2 x z 


dx l dx kJ dx^ f dx i dx kf dx^ 


证明因为表达式 


dT 


为张量，则有（利用等式 : r =沪 


dx ^ 

dx 


dx {f 


^ r k ： i T h = T ^ 


(25) 





dx l> m H 

dx i dxJ f 
dj ：^ d 
dx 1 dx^ 

dx iJ dx 1 
dx k， 


r i 細 

3 dx l dxJ f 




/ dx k dx 1 ' dx^ 
dx k， dx 7 Qx^ f 


■ T k，dxi/ &2xi 4- T krdxk dxi dxj 

d：rf dx { dx kr dx^ r dxM f dx i dW 


§28. 共变微分 
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OT^ ( ^ dx k dx j dx i； dx^ d 2 x { \ 

— dx^ ^ dx h， Qx^ 3x i dx i dx kf Ot/ J 

由此得到所要的论断. 口 

推论1 符号％ 只在线性的或者仿射的坐标变换… 

下同于张量的变化，其中恒等式对所有的 iyj ^ k ! 成立. 

OX^ OX 3 

推论2交错表达式 

4 = L 仏 ] ㈣ 

枸成一个张量（挠率张量). 

证明由公式 （23) 可淸楚看到，在指标 V 和/置换时 d f . H 这一项并 

OX 1 OX K 0X 3 

无变化.因此 T $ f 的变化规律将完全不包含这一项 7 从而为张量. 口 

根据推论2的结论，我们引进定义： 

定义 28.2. 如果挠率张量 rt = 恒等于零或者二/^则称联络 

为对称的. 

例 28.1. 如果存在欧氏坐标 d 即表示 E 0,则挠率张量等于零，因 
而欧氏联络是对称的.在另一坐标 〆 ,…， 〆 / = —(/)，符号 r ^ /f 有形状 

〆 — 0〆 d 2 x i 

kt ^ dx i dx k! dx^ ! 


这个表达式对 k \ f 对称， 

现在转向具任意阶的张量.任意阶张量的共变微分被下面的要求唯一确定： 

a ) 共变微分是个线性 算子； 

b ) 零阶张童（函数）的共变微分（共变导数）为通常的导数 

^ 卜恙 ' ( 27 ) 

向量（余向量）场的共变导数由公式 （23) 和 （24) 给出. 
d ) 张量乘积的共变微分按乘积的微分公式 计算： 

▽ 卜 爪 OS + ㈣ 

其*^益= 《禮 为张量乘积1 

作为基本的例子我们考虑 2 阶张量有 

定理 28 . 6 ,在满足上面所列的共变微分的条件时，二阶张量的共变微分由下 
面公式 给出： 
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i ㈣ 




dx k 

yyr^i 


一 J 

dx k 


(29) 


pi rjft -pt rpi 
丄 Ik 丄 j _ 丄 jki l ， 


V h T rj = ^ - - I % Tu ^ 


(30) 


(31) 


对丁 ( P ， g ) 型张量 


f bA ：)) 


j q 的共变微分按下面公式计算: 




dx k 






j ri ^ 


^nin _j_ _|_ .jiii - ' 4 i ji^p 


证明我们对〔0,2)型张量进行证明，其余的类型完全类似. 

设〜…，〜为向量杨 的基; e 1 , .， ，#为余向量场的对 偶基咖 ，以 
张量的分遺为 


⑹ J 




因此由公式（23)，(24)我们得到 


(32) 


矻这些 


▽的 = 

=^ik e J ^ 

(33) 

v ^ = 

: 

(34) 


(这些公式可以作为的定义 

具分量 T ；^ 的任意张量： T 有形式 

T = d :% ® …! S . e 』 1 ® …㊈ 
特別 ，⑼ 幻型张量的形式为 T = r ^ e ; ®^ 5 利用运算 Vfc 的性质于是有 

▽fcCO = VkiJ^e 1 ⑭ d 十 TijVke 1 ② e j - \-T ij e i ® V k e j 

QT . • 

二 0eJ - Ti〆 ® r ^ e 1 


fOTjj 
\ dx k 




r h 


T “) 


^> e j . 


因此张量 V k T 的分景为 


rrl r^l f-n 

一 』认々 7 ~ l jk A a 


然而按定义这正是 T ij;k . 完. 
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注如果户 为向量场， T) 为佘向量场，则定义了标量场 T% (张量乘积的迹). 
根据所要求的条件 a )- d ) 有公式 

基 (T% 卜 ( V , T l )7； + TUykTi) 

-(^ + r ^ rJ ) Ti + &- r ^ Ti 

0 

由此公式我们看到余向量场的共变微分的分量应该与向量场微分的分量的 
符号相反（何模相同)，以使对标量 T l T z 的公式 ^{T^T { ) = (VhT^Ti 4- TWA) 

成立. 

4 

习题 

28.1. 设《=今为曲线7 = 7(0 的速度向量.令它定义了向量 
场 r / 沿曲线 7 的共变导数+证明场 Vyn 只依赖于扬^在曲线 7 上的值. 

§29. 共变微分和度霣 
1. 向童场的平行移动 

如果 a k ) 为在点尸处的任 … 个向量，则对仟意 （ P 4) 型张量 T ( (i) 定义它的 
沿$的方向导数为 

卜 fwrg . (1) 

它是个张量，并在此点仍为(>，</)型.对干标 M (零阶张 M ) 算子 ▽</ 为 

( 2 ) 

即与沿方向（在已知点上 ） < 的函数/的导数.回忆卩23,如果我们沿空间曲线 

^ =〆⑴，？: = 1，…’ n 

运动，并 a 如果函数/沿此曲线的速度向 m 方向的导数等于零 ： 则此函数沿曲线不 

改变 ：如果 ■ ，，⑷） eo , 其巾疒= f 为速度向量，于是 

♦ 

p 

…， p(t)) = 常数 t 
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是否对向量场甚至张量场成立类似的结果？这个问题目前并没有意义 ： 因为向 
量（或张量）在不同的坐标系中冇不同的 分量； 因此不能比较在空间中不同点给出的 
两个向 ® 或张量 . 这样的比较至少需要空间中一些附加的几何结构；这个附加的结 
构就是共变微分（ ■ 联络 ). 

设在空间中给出了坐标 （.rV + . 共变微分 /^ 和任 一 条曲线 d ⑴， 

定义 29.1. 我们说向量（张量）场 r 沿曲线段 W = x^(t),a^t^b 为共变常向 
量或平行，是指这个场 T 在曲线上每点的沿曲线的速度向 M 的方向共变导数等 
于零： 


(3) 


⑷ 

我们 要着茧 指出，一般说来平行性的概念依赖于曲线.例外情形只出现在欧氏几何 

中： 在欧氏坐标- 中我们定义平行向量场是作为在这些欧氏坐标下具有 

常值分锖的场.这啟场显然沿任意曲线都是平行的.由于共变微分的结果与坐标 

的选取无关，尽管在新坐标下它们的分址依赖于点，这个场将仍然在任意坐标系中 
平行. 

我们将看到，在不同点的向量的平行性的概念既与货变微分（微分几何联络) 
有关' 也与联结这两点的路径有关.为 r 把我们所引进的几何表示与最基本的中学 
教材内容联系 起来； 我们回忆那个所谓的欧几里得第五公设 :“如 果在点 p 给出了一 
条直线,则通过任意-点 Q 只能引一条平行 t ■它的直线”.对我们来说，这样来理解 
这个公设是方便的（可能并非完全是形式 的)： 在欧氏几何中，如果在点 p 给出了向 
量 ( T ^ p , 则在任意点 Q 存在 T 并且唯一的一个平行于它的向量 (Tpg. 

这里恰好可以提出这样的 问题： 这些在不同点 r 和 q 上附着 : 的广义的平行向 
量是什么？按定义 ； 向量总是附着在已知点上的（任意 张董也-样乂 

我们来定义向置沪从 点尸二 « ■ ■ T 吨）到点 q = (4 ，…，吨）沿曲线 
平行移动的重要概念，其中 ^(0) - 

定义 29 . 2 • 设 4 为在点 P = «… 的向量 〆 =为一曲 
线，由点 P 到点 Q = « . ■ t 如果在曲线上所有点上给出了向量场； T ' 它 

沿此曲线平行：对所有 tKKi 成立 ； 则称向量打沿此曲线从点 

p 平移到点当 t = (] 时，向盘场在点 p 应该与原来的向量4重合.当 
f = i 时向量场在点 Q 为向量 T & 称它为邛沿所给曲 线/二 /⑷从尸到 
Q 平移的结果. 


V^T = ^ 0, 


对向量场我们有 


V e T ? = ^ 





0 



. 共变微分 和度量 


223 


在坐标 tV . 中我们得到 

— 一 化化 如卜 dx^ 

dt Vkl - dx k dt Ijk dt 
这是平移的方程.初始条件（当 f = 0) 为 

r’(0) =7% i 


dT 




(5) 


- . n. 


⑹ 


方程⑻ 对沪是线性的.巾微分方程解的存在性和唯性定理以及解的拓展 
性定理：对丁任意光滑曲线我们有如下 结果： 

定理 29,1. 沿任意条固定的光滑曲线存在平行移动，其结果由初始向量 
唯一决定并线性依赖于它， 

因此向量沿曲线的昝移依赖于联络如果联络是欧氏的，即 厂“ = 0在欧氏 

坐标下成立.丁足我们这时得到广 平移 的方程$ = 0. 

at 


推论 在欧 K 几何中并在欧氏坐标 F , 曲线上两个不同点出发的向量如果有相 
同的分量则沿此曲线是平行的.在仟意坐标中，如果几何是欧几里得的，则沿曲 
线平移向 S 的结果不依赖于曲线自身. 

现在在弯曲的和欧氏几何之间的直观区別已经清 楚了： 沿不同曲线同一个向量 

从点 P 到 Q 的平移，在曲率存在的情形（即具非零曲率）下 } 其平移结果得 到不同 
的向 

关于曲率的数值量度我们转到下一节去讨论. 

2. 测地线 

我们转时考虑在任意联络下类似丁立线的曲线.称这些曲线为测地线. 


定义 29.3. 如果曲线/ = xHt ) 的速度向量 : T 


dx % 

dt 


沿自身平行: 


▽ r ⑺ 


⑺ 


则称此曲线是测地线. 
在坐标表示下有 

0 ^ v T (；ry = 


dx 

dt 


Vi 


dx J 

dt 


dx 1 ， d / dx ^ 
dt dx 1 V dt 


十巧 


dx k 

dt 


_ d 2 xJ j dx k dx 1 
dt 2 + ki dt dt 

因此，我们得到了测地方程 


d ? T ? a dx k dx i 


⑻ 
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如果/% = 〖 V 则通常的直线便是这个方程的解，这应该就是欧氏几何中的情形 
对于任意的联络 ； 方程⑻为二阶微分7/程组. 4:点 （ w : . ■ ,吨）的邻域中，这 
个方程在初值条件 



⑼ 


下存在唯 的 解 ： 其巾 任意（由解的存在和唯一性定理得到).故而成立下凼 
的定理， 

定理 29.2. 在任意点 P 的某个邻域中，对此点上的任意向量巧，存在联络 


I 


3^ 


( T %) 的唯-的测地线，它由 P 点出发并且初始速度向量为 
注 由方程 （ s ) 看出，由联络给出的测地线只侬赖于联络的“对称部分 
+ r lj - 


3, 与度量相容的联络 

在本书中我们有过 关于欧 K 坐标的两个 定义： 

1) 如果在來标 z 1 ，…下 度量糾 有欧几里得形式 


则说此坐标是欧儿里得的. 



2) 如果在这个坐标下联络的分量 rg 为零: 



= . n . 


( 10 ) 


on 


则说此坐标是欧几 Hi 得的《更一般地；对 f 非对称联络有 r $ = 

这两个欧氏坐标的定义之间有什么相互关联？ ' 

应可立即看到，联络概念和黎曼度量概念之间没有联系+在所考虑的空间区域 
中这是两个独立的结构 7 故定义 1) 和 2) 是两个不同概念的定义. 

但是存在使度 M 与联络匹配的方法，这时定义 1) 和 2) 给出同样的 结果， 它们之 
间仅差一个仿射变换. 

定义 29.4. 如果度量张 M 的共变导数恒等于零： 


= 0 ; k,i,j = l,-,n, (12) 

则称联络与 度量制相容. 

我们指出与度量相容的联络的两个性质> 

1) 如果联络与度 M 相容 ； 则降低任一张量指标的运算与共变微分可交换. 

证明 由运算 Vfc 的性质（莱布尼茨公式）和等式 （12) 得到公式 

= g im ( V k T^l 
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其中张量 ifjj 为任意的 ( p , q ) M . 因为共变微分算子是线性的，故由此得到所要的 
论断. 

2) 如果向 S 场 THt ) fIT 夕⑴沿曲线 V = xUt ) 都平行，则它们的内积沿此曲线 
为常数. 

证明我们将证叫 4：( qij T 嘹 ）= 0 . 我们有 

at at 


d 

dt 


( o , jT\sn 


dx k 




dx h 


m ^ k { T l S j ) 


dt 一； ， dt 

9iJ ((~V h S^ 


dt 


dt 


0 


换句话说，如果联络与度量相容，则沿已知曲线从点 p 到点 q 的向量的平行移 
动是在点尸的切空间到点 Q 的切空间的正交变换 
如何推述与已知度 W 相容的联络？有重要 定理； 

定理 29.3. 如果 度景阳 非退化（即 g = detfe ) ^ 0), 则存在唯一的联络：它 
为对称且与此度 M 相容.在任一坐标系（ V ，….下，这个联络由公式 


1 

给出（克里斯托费尔公式). 
证明由定义我们有 


1 

2 


9 


kl 


Qga . &gu Ogi 


dx 


dx ^ dx 1 


(13) 


厂 fe — 厂 fc 

1 ij 一 1 


Vk 9 ij 


dgtj 

dx k 


- r ik9ij - r lk0u = 0^ 


(14) 


我们想对后面一个方程解出由降标的定义，我们有 


A; 5 ij — Qkl I ii - 


方程 （14) 有形式 


Fi,jk ^j’ik 


dg 


dx k ' 


其中 r、 ik = r iM , r^ k = r j ki . 循环置换指标我们得到 


Fi'jk + Fj n ik 


^ j,ki + I kji 


dg i5 
3x k J 

dukj 

~ dx ^' 


Fi'kj + 


Ogih 
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如果⑷ 为这® 公式的左端，则由于联络的对称性成立等式 ㈨ + M - 叫= 
2 F k lj . 故而 

「 _ 1 f dg k j ( dg ik dg j? ,\ _ ^ ni 

FkJj - 2 = mr ^ 

提升指标 h 我们得到所要的公式.定理得证. □ 

推论 如果选择坐标使得在所给点上的每个一阶导数为零 ； 则在这个点上 
克氏符兮(对于对称的，与度 M 相容的联络）等于零. 

例 20.1. 考虑位于三维欧氏空间中的曲面 ； 空间的坐标为 a ： 1 = - y , x ^ - 

4欧儿里得 的)， 曲面为 


X- 1 = x l {z 1 } z 2 ). X 2 = , Z 2 ), X 3 — Z 2 ), 

像我们在 § s 中已经做过的那样，我们假定: r 3 轴垂直于曲面在点 p 的切平而 
^ 1 ,.^轴为它的参数.我们在点 p 附近选取作为参数的 V / 2 ; r 是此曲面由方程 

X 3, ™ X 1 , z 2 = V = X 2 , 

从而/ = ^ 1 ,^ 2 = ^ 2 ； 另外， 因为/ 轴在点 P -= (0,0) 垂直于曲面 7 我们在点 
P = (0,0) 得到 


dz l 


( 0 , 0 ) 


dz 2 


— 0 或 grad / 

( 0 : 0 ) 


= 0. 

( 0 , 0 ) 


对下度 M 而我们有 (§7.3) 

, df df 
g ^ =Sij + d^a^ 

在点 尸因 g 二0,故阳 = 心，并且 


^9 ij d fdf df \_ av df a 2 / df 

dz k dz k \dz i dz3) 一 dz^dz k dz3 + dzWz k d? 


因此在点尸的这些坐标中所有的符号 ri 等于0 (q,i ， k= U2). 
例 29.2. 对向 M 扬 ： r = ( TO 定义其发散 M 为 


div T ^ v， T i = T i 

S B 


(15) 


对于对称輙如与 ㈣ (讎曼)度量職 我们则有▽，备心 ， s 


n,i 


2 


9 


ii 


d 


dx k 


&9 ik dg ^ ^ dg ki 
9 x i dx k dx l 

iMVTyl )， 


1 Al ^9zi 

2 9 dx^ 


1 dg 
2 g dx k 



其中 5 = det (仿 j )_ 因此， 
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结论向 M 场 （ f ) 的发散量 v , r ? - 具有通常的形式 v ,^ - — 当且仅当在悚 

ax % 

积元 ^/\ g \ dx 1 A ■ — A dx n 与欧儿里得的体积元相合:[: = 1，其中夕= det { g ^) , 
现在我们已有了在联络和黎曼度显此之间的联系（以共变微分的方式)：任意 
-个黎曼几何都产生了确定的对称的对张量的微分方式 ； 按此方式度董自身可以看 
作为常®. 

4. 与复结构相容的联络 

考虑在复空间中的 K 域！^ 空间的坐标为 … 其中: r 1 ， …， 
x v \ y \--^ y ^ 为实 K 域/户中的实坐标.设在区域"中给出了埃尔米特度量 

ds<1 = h kl = h .^ (17) 

(记仆（见 §27), 对应于的 指标馭 我们要加上 41”)， 它在区域 ㈣ 中定义了一 
个黎曼度量，其公式（见 §11.2) 为 


dsl - Ke { h i ^)[ dx i dx k + dy ^ dy k }. 


( IS ) 


由干在 t 一小节中已说过，在中存在唯一的对称联络，它与度量 （1 S ) 相容--般 
说来，这个联络并不与 i ? 中复结构相容，这甩所说的相容的意义是指向 M 沿路径的 
平移不是个酉变换.有 FM 的定理. 

定理 29,4. 与度量办 2 相容的对称联络也与区域2?的复结枸相容当 d 仅当度 
量 ds 2 是凯勒的. 

证明 回想（参看 §27) 我们称埃尔米特度量办 2 为凯勒是说由公式 


定义的微分形式为闭: 


0 ~ - h ^ dz 3 A dz 


dQ — 0 

在切空间中引进复基 


dh fk 

dz i 


^hk 

dz ^ 



dz 1 


dh 3i 

dz k 



d 1 

dz k ^ 2 






(19) 


(20) 



任意向暈石有形式 《 =(#,d 





dz k 
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如果€为实向量则# — 在这组基下，内积 C /4 由矩阵给出，《= J ，• 


? …,71 : 


= ffi] = Q; Si] = ^i~j ? ffij = ^ij 


即矩阵 


(9 ai 3 ) 有形式 


(21) 


G ^ l °H 0 h H = (JigY 


( 22 ) 


于是逆矩阵 G - 1 有形式 


G 


0 

H - 1 


H 


0 


(23) 


我们来计算与度相容的联络的分 M r ^, 我们要用克里斯托费尔 公式， 由度 
量的形状；我们々 


,?k = 2^ 



r h 


2 9 


dz k 

dyi ni 


~dIT 


dz ^ dz k 


r 


jk 


另外, 





^9ink , ^Ojm 


dz^ dz k dz 


m 


G 


按相似的理由，有 = ch 最后 


2 



dz m 


I 


Ohjm _ Ohjk 

dz k dz m 


0 


是由于凯勒条件；此表迖式为 a 以相似的方式验证，凯勒条件保 证了分 M rj k j \ 
% 都化为零+ ? 3 

因此，我们已证明在中只有和4不为零，而 R 


= ^ jfc - 

我们考虑向量 e = (%\ o 在按的.无穷小平移下的变化，其中砝 


以.由上阎已证过的 事实， 我们有 




e - 0 .厂 ㈣ 


w 此；如果 «) 为矩阵 


l h 


n ^ 1 


(24) 
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则对实位移 {6 zJ } 5 z ^) (其中 S 2) =涼 )的相应的平移矩阵为 

1 -A 0 \ y 

0 i - aJ ^ (25} 

它表示 _r 平移的复线忭性 （参 肴 §12.2) □ 



习题 

29.1. 证明联络与度 M 相容当 R 仅当对任何向量场成立 

祕，6〉= ■(▽■^ 1 乂2> 十 (6. ▽ ㈣ . 

29.2. 证明 fr : 向量的无穷 小平移 下，它的分量的变化为下跖方式（准确到 
更尚阶的无穷 小)： 

f - r - er ； k sx k ^oQsx\). 

29.3. 用共变导数表亦 §23.3 中的形变张 M . 

29.4. 设在区域 t ； 上给出了联络为此区域中-个固定点 S T = 7> 为 f / 在此 

点的切 空间. 我们定义映射 E : T — U ■+设$为 T 中向 M . 由点 P 出发以£为初 
始速度向量作测地线 7 ⑷，令丑= %⑴ . a ) 证明映射 E 苌 T 的原点的某个邻域 
中有定义，并在其中为局部微分同胚 . h ) 证明在由映射五定义的坐标下所有符号 
在点 r 化为零1 ” 

29.5. 点电荷在磁极场中的运动方秤为 

a =常数 ■ 

H 3 

证明电荷的轨线为岡锥 h ： 的测地线. 

29*6. 求在罗巴切夫斯基平面上所右的测地线. 

29,7. 证明球面上的测地线为大圆而且也只为大 ( Ml . 

29-8 -利用测 地线证叨保持-点不变且保持在这点的标架不变的运动为恒同 
映射， 

29.9. 证明函数 


z(u^ v ) - 


du 


VfM - 



dv 

\/ §( v ) + ^ 


的水平曲线为在度 M : 


下的测地线. 


d/ 2 = (f(u) + g(v))(dv 2 4 - dv 2 ), f > 0,g>0 
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29.10. 证明内肖同构 A ^ AXA ^ 1 足保持群单位元不动的 50(3,R ) 上某灵 
度 fi 下的运动，其中 X，Ae SO ( 3 , R ). 

29.11. 对于与度量相容的对称联络，证明下面恒等式的正 确性： 


W ^ klF kl ^ - 





b ) r ^ 


i dg 

2 g dx k 


29.12. 证明在黎曼空间屮两个邻近点对以用测地线相连接，这样的测地线是 
局部唯的 T 

29.13. 设度 M 为 d ! 2 = g rT dr ^ + 证明由巾心出发的线 p =讲为测地线. 

29.14. 在度讀 的 ri 维空间中有下面的公式 



X x dSi ^ 



A dx T \ 


其中 


dSi = 


(n-1)! 


八 … A dx % 


(参考习题 26+ 2). 

2 9 .1S ■设 M 为欧氏空间 IT 的曲面 j 为线性算子 7 将， 1 正交投影到曲面 M 
的切空 间中; 为中的向量场，它们切于平面 M. 证明与诱导在曲面上 的度童 


相容的联络有形式 





§30. 曲率张置 

1. 一般曲 率张量 

在前一节中我们解释过，在非欧氏空间中向 a 的平移依赖丁路径.同时向显了 
沿路径 wo 的平移结果由移动的方程 


dT l 

dt 


q k T k ~ 

■ )k dt 



⑴ 


定义，我们耑要解此力稃， 

极其方便的办法是不去解此方程，而是决定出联络 ( q k ) 与欧氏联络相差异的 
局部 特征. 这些特征足什么？如何知道是否存在坐标 ： t 1 ，■■ 使/^ = 0?(当 
然，如果联络为非对称，则为非零 张童； 因此不可能引\坐标使得 

三 0. 在此情形下我们可以解释坐标为欧几里得表示 r % = ~ Tj h (即联络/^ ) 对 
下指标为反称（其对称部分= 0).) 



如何解释关于欧氏坐标的存在性问题？我们对对称联络的这个问题感兴趣.我 
们知道在普通分析中的偏导数的重要 性质： 


d df 


J_dl 


d 2 f 

0x % dx3 


如果此联络允许坐标是欧氏的 ： 则在这坐标下以通常的公式去微分张量 




01 jj ) 

dx k 


因此 




或者 


rp{i) 


,(r) 


因为是张量，故上面这个性质在任意坐标下都成立.我们来看一下一般的联 


络_ 


对在任意坐标#，• • • ，，下的向量场，我们有 


y Jt v i T i - v fc 


dx l 


+ r ㈤ 


d ( dT l , _ 

( a ?" + 






dx l 


+ r^T 




&r_ 

dxJ } 




d l T dT ^ ^ ■ ni dT ^ 

F ^ 1 + r ; k 兩 


lk dxp dx k 


- n k r ^ 


构造 （▽*▽/ ViV . yr ^ 在简化后我们得到在坐标下的表示式 


(V^V^-ViVOT 


X- 


dx k dx l 


rpq 




t 


&T 


dxP ' 


引人记号 


_i 


•qkl 


i 9/^ rU ^ 

_g^ _ I r i _ pi pp 

dx k dx l P k ^ # 的 


( 2 ) 


于是得到公式 


(▽Wt — -Rl kl T^ + : 


dT 


z 


rpV 

kl dxP 


⑻ 


其中 o 为挠率张量 (参看 pg ). 我们发现原来是个 张量； 称此张量为黎曼张 
量或黎曼曲率+对于对称联络，我们有巧3 0. 因此我们有下面定理： 
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定理 30.1, 对丁对称联络和任意的向量场： T， 表达式 (VjfeVi - 有形 

式 — 其中 giH 为黎曼张虽，它巾下面公式 定义： 


~n 


dr 




qkl 


dx k 


Q fi 

g 大 丄厂 i pp _ pp 

^ x l I" 1 J>fe J ql 1 7 >l 1 qk 


如果此联络为欧几里得的，则丑丄三0,在使7；~ = 0的那贱点上成立等式 



dx h dx f 


由此定理和 W qhl 的张量特性得到 

推论如果黎曼张嫱不为零，则不可能引进欧氏坐标，使在此坐 标下糾 =~或 

4 =a 


注这个结果4以以其他方式得到.芩虑分盘在变换 
律，于是冇 




d 2 x h 


dx ^ dx jf 


x = x { x f ) 下的变化规 


设联络为对称:/；〗• = /，我们耍去找坐标 〆 ， 使得1%,3(1 对于这样的 f = 
f ( W __ ，: 〆 )，我们得到方积 ^ 


d 2 x k 


dx %i dxf 




dx l dx ^ 




dx v 9 x ^ 


”二 尸 5 -⑷ 


可以解山这些力程吗？如果它们可解，则 


0 ( d 2 x h \ d ( 8 2 x k \ 。 

d ^ 7 [ j ^ d ^ 7 ) 一 o^y \ dx k ! dx 3 f J = 0 
这可化作方程 （*) 右端的一个条件，它等价 P 等式 



R^ ki = 0. 

我们以不变的记号引进曲率和挠率的公式.如果 h 乂 为向量场，则令 

⑽庸=.取兄 

[Rma = nmc • 

我们来给出向量切 TiC ^. Ri ^ riX 適过场?/: C 的显式表达式. 

引理 30.1, 对仟意向量场成立等式 

mv) = V,ri-V^-[^ V l 

代 (a = ▽."▽〆 — 十 

其屮 [^ v ] 为向 M 场的换位子. 


⑷ 

⑸ 


⑹ 

⑺ 
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证明首先臉 i 正在公式⑹和⑺中； Tf ^ r /) 和线性依赖于向量场 $77,( 
的坐标.对干 T(U) 我 们有： 如果 < 〜兒其中/为光滑函数，则 

T(M'v) 划 - v“m 

= /[▽” _ — [e ， 训 — ( 〜 m+{d n m 

^ fT(l ff )， 

其中％ /_ 为沿向量埦 w 的函数 / 的方向导数.对于 服 V ) 

R(JW) ; - ▽/€▽?? + ▽[/&] 

= /▽”▽€ + (A/) . ▽£ — 十 ▽/[€ ， ” 卜 (〜/X 

^ mcv )- 

类似地成立 R {^ fj }) = fR(a 最后 

他 ")(/0, V T J(^/)C + /VfC] — ▽ d (% f_)C + /▽〆]+ 十 fV^jC 

= 闷 A/)c 十 咏 /)V”C + (^/)V^C + / WK — 

( 巧 4/)C - (4/)VK - 咚 /)▽〆 — /▽€▽〆 + 

- d v d^f X -h /▽{〜]( 

=/ 吨, "K. 

现在由于线性性，只需对基向量场 € = e ki 7) = e i? C = ej 去验证等式⑹， (7) 即 
可 ； 其中铲 ^ 然而对于这样一些向量场，所要求的等式均由张量 

技和埤,，的定义得到.弓 | 理得证 k □ 

应用（四元体系)，设在 n 维空间中给出了-.个区域 ； 空间的度量为仏厂二次型 
定义在每个点的切向量 t, 我们要将其化为常值形式 . 这种约化可以依赖于 
点光滑地 进行. 这表明可以局部地选取 n 个线性无关光滑向量场 匕 ，…，&， 使得它 
们两两的内积与点无关： 

fel ™ ^Hj ™ 常数- ⑻ 

例如，在广义相对论中出于技术上的方便而选取四个向量（四元组) 匕， 其中 
心和6为迷向，(心) 2 = (6) 2 -0, fe，6> = 1，而向量6,6为类空的: fe) 2 = fe) 2 = 
_1 i 〈?2，心）= CL 

我们考虑向量场的两两换位子[6„^-].它们可以对这同一基 ■ /n 展开为 

[匕，心] = C 7 j ^ ^ ⑻ 

其中必为展示的（含变量的）系数.成立 
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定理 30.2. 对于与度量_相容的对称联络，成立公式 

厂 】 k 二 (Cj 收十 dqj — C q j k ) , ( 1(0 

其中= h ^ k , 而联络7 %的分量由等式 

▽A = HA (ii) 

定义. 

证明出联络的对称性知 T (^^ j ) =(1 乂由公式 （6) 知 

r %- r ^4 - ( i 2) 

另外， 我们以 Ki ； } 表示 hksTi ^ tli ( li ) 及与度#的相容性得出 

0 ^ 二 i 1 丄 a + 

循环置换指标 h j , k , 得到二个方程的方程组 

，认7_ + Ffc'ij = 

厂 O + Fj， ki =(]， 

.厂土认 + ^ijk = o . 

解此方程组和 （12) —起得到了对联络的这些系数所想要的公式.定理证完. □ 

利用公式（7)，可以通过函数七和它们的导数来表达曲率张量 繩⑹“你 

2. 曲率张量的对称性.由度量产生的曲率张量. 

曲率张量具有什么性质？ 

定理 30.3. I ) R\ m = - Ri lk . 

2) 对丁对称联络具有怛等 式： 

■^qkl ^kiq "I" = (13) 

3) 对于与度量.相容的联络 5 我们引进张童 R iqM = g iv li ^ hl . 张蜇 R iqkl 
对于指标为反对称： 

^iqkl = 一 -^ qikl r (14) 

4) 对对称联络的曲率张量，如果此联络与度置仍相容，则具存对称的形式 


凡 iqkl 二 Rfdiq. 


( 15 ) 
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证明 1) 中的等式显然成立.对公式 （13) 的证明，我们来计箅农达式 [V A , 
〜+ [V h V,]e, -i- [V^V^jr^ 其中的〜是基向量场，并利用等式 - R ^ ki e , = [ V k , 

我 ITJ 有 [▽&: V ； ]^c ； + [▽; ，十 [V^ Vkh = — V q et) + ▽ ，（ ▽〆& — 

▽ W q ) +. V q ( V k e { - V ^) = 0 (由联络的对 称性， 每一个括弧内均为零 )， 

我们注意到 

(mo = -9- i ^ U^C + 

—- ^jqki + gij Tj^ f ^ . 

因此要证明 3) 中的对称性只需验证对任意向量场 f 成立=0即可.因 
为此联络与 度量相 綷，我们有 

因为 m^±im -i 个方程减去 / 苐二个便得® rr (i4)> 

最: 对 T 由度量产生的曲率张量 ： 我们来推导恒等式 (15). 在图33 h 由上面 
每个涂了阴影的面组成的表达式之和，由于（]3)和 （14) 的对称性 7 它等于零.对于 
面 g 和 i 的表达式之和中减去对 M A: 和〖的和便得到了 (15). 定理得证. 口 

3. 例题： 基灵度里 下二维 和三维空间的曲率张 

量 

曲率张廣是个4阶张 M. 作为依赖于反称的… 

对指标 ( kj .) 的对向 JA 场的算 f, 得到的 S 然方式是 

~^ kiT q = = (▽〜.. v^.yr ^ 

其屮 K G 赴挠率张量. 

在对称情形有 2$ 三 0. 如果联络为对称并与度 
.a 相容，则分量 g 和通过阳和它们的导 
数表不％又成立下列的对称性： 

^ qk ! = _ ^qlk ? 

2 ) Ritfkl — Rqikl , 

3 ) Riqkl — Rkhq 、 

4) ^ k i 4 - H} qk + Ri h = 0, 

黎曼张量有多少个不同的分量？ 

在间答这个问题之前我们还要定义由黎曼张 M 构建的两个张量， 
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定义 30.1. 称黎曼张量的迹凡 
定义 30*2. 称里竒张量的迹 


为里奇张量. 


R^g lci R q i^^RU 




为数值曲率. 

I . 二維 情形由 对称性 Riqhl = ^^iqik — Rqikl = 得出结论说，总存在黎 
曼张.遭的 个非 零分量，即 R l 2 V 1 . 所有其余的分量或者由它经指标置换得到，或者 
等于零.有虽要的定 理： 

定理 30.4. 对在-:维空间中的二维曲【&|，数值曲率 R 与二倍的高斯曲率相等. 
故而高斯曲率〔与曲面的平均曲率不同）可通过这个曲面的黎曼度遍:表达（从而 
是个内蕴不变量)+ 

证明设曲面由方程= ; r ( u , v),y = y { u y v),z = z ( u , ?;) 确定；其中 x ' y’z 力空 
间的欧氏坐标，而 （1 M ;) 二(^ 1 ^ 2 )为曲面上的坐标.在所讨论的点（非异)尸二（0,0) 
选取参数 u = W = d = %其中 2 轴与曲面垂直，于是在 P 点附近曲面由方 
程 3 二 描述，其屮 grad f\ P = 0. 对于曲面上度量的分： H ： 我们有 


9 ij = iij + 


a 

dz l dz :「 


— Xn 


特别：在点 P = (0 7 0) 处所有的 




所以在此点有 - 0 (参看定理29.卟 


在这样的点 上我们 有公式（公式（2》 


- Rl qki 


R^ki 


㈣ 吨 


dz k dz " 

1 ( 92911 d2 師 

2 l dz ^ dz k 十 dz ^ dz 1 


d 2 9 ik _ d 2 g qi 
dz ^ dz 1 dz i Qz ^ 


由此得出 （ 2 1 = _ t ，= y ) 


i ?12 


1 ( 0^912 d 2 g vz 

2 \ dxdy dxdy 


内 11 _ & 2 g 2 2 

dy 2 dx 2 


此时必 1 = /x + 1;_922 - fy ^ 1；^12 = fxjy 


d 2 gi \ 


9f 2 ^922 

Jx ^ lh ^ 




沪 .912 

dxdy 


fxxfyy + 


最后在点 P 有 


^V212 = fxxfyy - ft v = det 


fxx fxy 

fy: fyy 


由定义，在点 p 有 k 二 d^t ( y L ~ = 叫.在所选的 坐标下 成立.但是髙斯 

\ Jyy / 
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曲率在这里 等丁数 值曲率，而^1^2为张量的分量 . 它们只在所选坐标系下相等，这 
时有阳=心, det ( fc ) -1=5 - 容易看出，由丑的定义得到月= ㈤ RU , 我们有 


R = 2 det { g ql )R 


1212 = 


2 2 

TT7 - 7^1212 = -^12 12 - 

det (^) g 


在我们的坐标系下 i ? = 1 5 ^1212 - A ： 因此在我们坐标系下成立等式丑 


穴和 K 为两个数值，故这等式处处成立.定理得证. 

注由此证明可清楚知道，对黎曼张量的分量有公式 

尺 1212 = ^(Pll522 Qyz) = ^ " K Q、 9 ^ dct(5ij) 

因此，髙斯曲率为不变景，而当 n = 2 等于 R / 2 , 其 中丑二 
考虑例++ 

1) 欧氏度《 


2 K ; 因为 


( 17 ) 


dl 2 = 心 2 十 dy 2 , R 1 ^ = f ), K = — = Q . 

2 ) 球面（见糾 

dl 2 = dp 2 + sin 2 ^- dip 2 ; 

Ro 


这里火 = | = (曲率为正常数). 

3 ) 罗巴切大斯基平曲(:见 § 10 . 1 ) 

dl 2 = dr 2 + sh 2 ^—d^\ 

Hf ) 

这里 K = f = -_ < 0 (曲率为负常数 ) T 

在 § S . 3 中解释过曲率的直观意义，在那里的曲率是正或负值. 

TT . 三維情形了这是更为复杂的情形 1 黎曼张 M 

^4qkl _ 凡 qikl = — ^iqlk = ^kUt^ 

在这里可以看作在每点的定义在三维线性空间上的二次型^这个三维空间是由二阶 
反称张量形成的，由于对称性，其维数为 3 . 事实上，如果以 j 表示偶对 bg ] = — i] y 
而偶对 [ M ]= M )] 以 h 表示，则 

™ 只 AU = ^BA - 

闪此，黎曼张 W 在此由六个数 定义; = Bua . A^B - [ 1 , 2 ],[ 1 ; 3 ],[ 2 , 3 ].考虑里奇 
张量吒 u = ~ = S ■ 这是个二阶对称张 S . 它也由六个数 R qi ' q > l 定义. 
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数值张量只是-个数 

R = # R q H ql K . i - 

与二维情形不冋，数值月不能完全确定张量 fv qkl . m 是在二维情形知道了 m 竒张量 
就足够了，理山是我们有公式（淸验证） 

j ^ 

^•fy.tiyd — 技 f\ 、 . 313 。 — ^0 ； i5i7/^-f I Rp 石 Qol ， _ ^-3-(QoiS ~\~ ~^ijj(i 的 3, — Qot^\^pd)- (18) 

数值曲率是里奇向量的迹 Tt (^) ^ g ^ R ql . 我们还有另外的不变量，即特征值 
Ai ; A 2 , A ： ij 由下面的方程决定： 

det (/?^ - Xg qi ) = 0 ; (19) 

而 V 十 V + 入 3 =兄 

(_ 当说“正曲率空间”时等 丁说黎 曼张諸 r ab 为在二阶反称张 a . h 的二次型为 
止定0 

m . 四維情艰 ，这时 里奇说量不能确定黎曼，尨管如此 7 里奇张 tt 仍非常®要.例 
如在四维时空屮假定引力场为度量 ( M} ),iJ = 0 J ,2, 3,而所有其他的物质的性质都 
集巾于“能量-动量张最”罚 y ( A 为表示物质大小的常数)， 

定义时空空间度星_的爱因斯坦方稈具形式 

Rij -- ^Rdij = A '7 1 ^, VjT ： 7 ^ 0. (20) 

在物质缺失的情形下有 

^ij - ^ ^ 9 i,j = 0 ( 或者 ~ = 0). (21) 

在此时 det (^) ^ 0,然而度景为不定的（它在对角形中二个为负 5 —个为正；见 §37). 

IV ,基灵度量的曲率张量.设 G 为矩阵变 换群， 0为其李代数，又在 0 上给 出广基 
灵度量.在群 G 上令 

^l x L y ^ ^[X,Y\ --^ ~[Lx,Ly'l ( 22 ) 

以引进联络，其屮 X.y e ^ Lx . Ly 为相应的左不变向量场，即 L X { A ) = AX , 
L y { A ) = AY ; 其中 4 e G ' 为任意元（见 §24.4). 

形如 L x 的场 :X e £(，构成 G 在每点切空间的基（参看引理 24.3) ; 所以公式 （22) 
完全决 定了一 个联络（假设满足莱布尼茨 公式； 参看 §28). 

引理 30.2. 联络 （22) 为对称的，并且与群 G 上基灵度董相容， 

证明验证对于李代数 g 中的任意元有 T ( L x , Ly ) = (}. 事实上（公式 
⑹)， - 

T ( Lx ^ Ly ) — Ly — Vl y ^X — 

二 2^\^ y ： ~ 2广 [ KX ] — 1[ A ， y : = 0- 



我们现在证明它与基灵度量 U 的相容性.只要证明对任意向量场 r h C 有下面关 
于内积的微分规则 即可： 


帥，0 =阶/，0 + 把％0. 

这只要对 hQ 为左不变向量场去验证这个等式.这时我们有= 
( V,£)n = 常数，即不依赖于4 e C 7, 因而 

d Lx ( Ly , Lz ) =0. 

(这里的是相应的苄代数上基炅度量，）另一方面， 

bxW-.Ly,) + {Ly,y =" ^) + 〈 Zy ， Z[Jt,2]〉} 

“{([x ， r ] ， z) 0 + (y,[x ， ^j)4 = o ; 

这是 因为 ad X 关丁基灵度量是个反称的线性算于（见 §24). 引埋得证， □ 

由此（以及由雅可比恒等式）容易得到 

推论 与基灵 度量相 容的对称联络的曲率有公式（参照公式 （7)) 为 

R [ L Xy i JY } L z = { B { L x , Ly ) Lz , L w ) - [ Z , W }) Q . (23) 

我们还要求出与基灵度量相容的联络的测地线.因为群 （7 上的位移是平移，故 
而只要确定通过群的单位元的测地线就可以了 T 有下面的定理 t 

定理 30.5. 通过群单位元的基灵度量的测地线正好是群的单参数子群. 
证明设 A { t )^^ p ( tX ), Xe ^ i 为实参数，为单参数子群：它的速度向量是左 
不变向量场 L _ Y (更准确地说，它是在 曲线』 ⑷上的限制)+故而 

V a A = V Lji L x ^ ^ L [ X , JC ] = o (24) 

因此，此时的单参数子群是测地线.因为从单位元可以发出具任意初始速度向 
量的单参数子群，故而由唯一性定理我们得到了所有的测地线.定理证毕. 口 

4. 彼得松-柯达齐方程.具常负曲率的曲面和 “ 正弦- 戈登” 方程 

设『 =『(/，■#)为在欧氏空间中的 曲面办 :；为在曲面上诱导的度量.在曲面 
上也出现了第二基本型 b ^ dx ^ 其中 

、 = 〈‘(鉢."〉， （ 25 ) 

n 为曲面的单位法向量，(，〉为舻中的欧几里得内积. 

如何计算与度量阳相容的对称联络的分量？ 
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命题30丄设在曲面 r { x \ x ^) 上的度量为办，那么与此度量相容的对称联络 
的分量可用下面 公式汁算： 

/ i^2 r f^ r \ 

= \^ d^^) glk （ 26 ) 

或苦 

2 « (^ f r 

十 ㈤ 

证明 因为句= 〈磊， 盖〉 （ 参看以. 3) ，则 


dg 


() 2 t dr 


Or d 2 


dx s 


dx^dx 9 y dxJ 


dx 1 7 Ox^dx s 


由这个等式和克里斯托费尔公式 （ 29.3.13), 对 』，2 得到 (26). 


d 2 r 




dxJdxJ 

有 


沿方向 n 的分量为另外，向量 n 正交于 


dr 

㉟ 


和 


Br 

dx ^ 


故而对某个 


d 2 r 


dx ^ dx ^ 


h t ,n -h xl ； 


dr 


dx k ? 


乂， 


d 2 r dr 


k 


dr dr 


0x i dx3 5 dx l 


tJ \ ()x k 1 dx l 


^ij9kh 


比较这最 /r; 的等式与 (26), 得到 ; ^ 

dr 


略 这就是所要证明的 . 


□ 


简明起见 ， id 


dx 々 


1：2, 向* (^1^2^) 构成/ f 中的正交基 ； 它们光 


滑地依赖子曲面 的点 . 我们还要算出导数 二 ” ， 因为向 m n 为单位法向 a, 

dn 


故导数 




与 n 正交 （参看 §5)_ 由等式 (?1^,)=0 得到 


由此得出 



dn 

dx ^ 1 



^ = 9 jl bu 


(28) 



由等式 C 27) 和 (；2$ 得到下面的相容性的条件: 


d 2 e t 

c ) x k dx ^ 


dhjj 

dx k 


十 + 厂5 卜 h 


is e i ] 


dh ik 


-n 


dxJ 

_ a ^ H _ 

dx ^ dx k 


bikb^ei 


drj k 


dx ^ 


fe { . + P ： k [b js n -}• i' ^ 




dx k 


dx ^ 


r + ^^t … = 


dx k 






(29) 


(30) 


称方程 （ 2 …为高斯方程 ；9) 的左端即是曲率张量 ^ Jk , 并且这个等式等价干上面 
i 正明过的关于高斯曲率和数值曲率之间关系的定理（定埋30,1;请验证!） 

称公式 (30) 为彼得松-柯达齐方程， 

注彼得松柯达齐方程绐出了使形式 —( x ^ x 2 ) 能够成为空间舻中曲面上 
的第二#本型的必要条件 ； | W 曲面上的度量为 g i 3 { x \ x 2 ), 4:这里的#巾克里斯托 
费尔公式 用取； 计算.吋以证明这个条件也是充分的. 

设一个曲面其负曲率夂 < 0,从而私- b '' b 22 > 0 (参看§8,3中的公式 (26))* 
于是能够在此曲而上（局部地）引人这样的坐标 { p , q \ 使得仵此坐标下笫二基本型 
为 

hijdx l dx J — 2 b pq dpdq (31) 

(缺 少了咖 2 和却的 项). 如果外有 /(■= 常数（例如-1)，则对方程 K ( g pp g ^ 
9 %) - 微分并利用彼得松_柯达齐方程 ； 我们得到（请验证!） 


^Spp 

~W 


dp 


(32) 


(在这里注意到了在坐标 P; g 的选取中可以任意，只要使得局部有# 0就可以 了), 
我们选取新的坐标 { x ) V ) 于曲面 h ， 其中 



VSpp 却' 




(33) 


在坐标 ( x ， y ) 下第一和第_:基木型为 


== dx 2 4 - 2g xy dxdy + dy 么、 hijdx l dx J = 2h xv dxdy. 

设办 y = cos A 其中 u 为坐标曲线 (x,y) 之间的夹角（切线的夹角 ). 于是在 /r 
时髙斯方程为 


(34) 


- Sin UJ. 


(35) 
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在物理学的文献中常称此方程为“正弦-戈禮”方程.令 
程化为 

() 2 ^ & 2 ^ . 


Or 2 


涔 2 


= S 1 I 1 


iJ - 


习题 



.+ 之 


r 一之 


此方 

㈣ 


30.1. 证叨方程（邪）不依赖于 f ; 11当 t — 十 oo 时递降的解对应丁-曲率 7( = 
-1 的如下旋 转面： 



x/l - ^； 2 - V 2 + In — + 




(贝尔特拉米伪球 y 
30.2. 证明公式(18) + 

3( X 3 .设 xHt)J = 1,2为分段光滑曲线，它围成了区域「/.证明 Ap 二 
jjK ^ gd ^ A 为向景沿曲线 d ⑴平行移动 周的 旋转角 （ K 为高斯曲率)， 

30.4. 如果这条曲线由三条测地 线弧姐 成，并且曲率 K 为常数，则这个测地 I -: 
角形的角之和等于 v 十其中 c 为此三角形的面积（请证明 !). #考察球面和罗 
巴切夫斯基平面的情形. 

30.5 . 设匕，… ，心 是在 n 维黎曼（或伪黎曼）空间中的向量场满足叫= 
^ Ki ) A^XA - 计算与此度量相容的对称联络这里= r ^ k )- 

30.6. 我们将向量^ 绕正方形平移 一周； 此正方形的边为&由坐标轴 

< W 张成（逆时针方向).设 f ⑷为此绕行一圈后的结果.证明 


lim 
£：— 0 


i k ( o)~e 

12 



30.7. 证明对与度量相容的对称联络的曲率张 M 的比安基恒等式 


▽m 骑 i + + ▽。丑 ?im = & 

30,8. 由上个习题屮的公式推出下向对里奇张量的发散量的恒 等式: 



1 OR 

2 dx m 


SO . 9 ■设 X u …、 X n ^ n 维黎曼空间中的法正交向量场，叫…，叫为对偶 
1 - 形式： 叫⑹=〜 (假定所有指标均为 F 指标).定义 1- 形式％和2-形式^ 
为 

- 1 

= 厂 — 2 A . 
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其中 YxA = q k Xi, 二 R . j ,,-, 而取和是对重复指 标进行 的 

a ) 证明 ） = 一 iOji j 

b ) 推导下面的关系（嘉当结构方程） 


dtOi — —ujj A oJij 


— ^it A U>ij 一 




j 


一 A j -h con A f^ij • 


30.10. 在上一 4 题的 E 号下 ： 我们定义在偶维数 n 情形下的形式和 J 7 


如下: 


^(k) ~ 仏 “2 A ^2^3 A … △ Qifr.-'ik /、 ■: 

j ? — £ L A A t ■ ■ A > f ^ T 卜 1 i I ? .(打 = 2 t 71) + 


a ) 证明形式 Q {h) ,Q 的定义不依赖丁法正交标架 X l7 ... , X Ti . 

b ) 形式为闭. 

C ) 得川这些形式在坐标下的表达式. 

d ) 对 n 二2,形式0为 P = K ^ gdx 1 Adx\K 为高斯曲率. 

e ) 对伪黎曼苧间推导出类似于>』题 3( X 9 和 30.10 的公式. 
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§31,—维变分问题 


1. 欧拉拉格朗日方程 

我们在卩29中定义过测地线/ = W ⑷，其方程为 ▽ T ( r ) = 0,其中^为 

at 

曲线的速度向量，或者 


Sx 1 《 dx j dx k 

I 十 jk ~dTlu 


⑴ 


如果联络对称且与度量 仍 7 相容，则分童可通过跔表达 ， 从而测地线由度 
量定义.除了测地线的速度向最沿 rt 身平移仍为速度向量外，测地线述有其他什么 
几何性质？我们所熟知的是测地线（局部地）最短，即它比连接两个相々:充分靠近同 
样点的任意其他曲线的长度更小.我 们要在 这里解释送个问题. 

以更广 泛的观 点对待这个问题是有好处的 T 设 L ( x , 为点 r ， p ) 的 

仟意函数，而^ = ( f ) 为在此点的切叫呈.我们考虑对同定的点 P = (xl ^^ x Y ) 
和 G = (味…，碎)，和所有连接这两个点的光滑曲线 7 :七=(岡定的 
a 和 b ), x z ( a ) = x \ , x ^ b ) — 

考虑: M : 

[Q 

列 7 1 = /p L ( ，⑷，地， l ) dt - (2) 

量（泛函 ) S [ 7 ] 被称做作用.在哪条曲线 7 上泛函列 7 j 极小？ 

例 31 . 1 . 设 L ( x,a = 叫行人 f 是 s [ 7 ] = j \{ x , x)dt = J Q gij ^^dt = 




§31. 一维变 分问画 


^ 245 - 



\±\ 2 dt . 在哪条曲线 7= {^(t)j 上泛函$[7]极小？ 

例 31,2•设1^乂） = v^w - \/^y = 旧(向量的长度) ， 于是％1 



y /^¥^ dt 为曲线7的长:.在点 P 和 Q 间哪一条曲线 K 度最小？ 

例 31,3. 设度景是欧几里得的.令 1 = ^ee - u ( x ) 7 其中 r 为点的某个 


函数. 于是列 7 | = (^) 2 - "⑻] 也使外 7] 极小的曲线7是质景为 m 的 


在力场力=中的运动轨线. 

我们有一个简明的定理. 

定理31丄 如果列= / 也在从户出发到 Q 的所有光滑曲线中 

的曲线7 : ^ = ^(0 上取得 1及小位，则沿曲线7成立方程 


式 


d 

dt 





i = 1 ， …, n, 


(3) 


其中 


dL _ 0 L ( x ^, t ) 

W = ~^~ 


d fdL \ ( d 2 L ” d 2 L ^ d 2 L \ 

~dt \W) ~ \d^d^ X + d$dx〆 4 W^i) i=± 

滑作是 i = L ( x \ ■■- , … , C ： t ) : 其中 .r 和 f 为独立变量，然 P 再在曲线 
上以 f = ^代人)， 

at 

证明设铲= r ) Ht \ a^A 为任意光滑函数使得 ^( a ) = 0，//⑹= 0. 考虑表达 


lim + ^ v \ - ^[7] 

e—ft £ 


d 

de 


S[7 + srj 


s=0 


其中 7 + M 为曲线 ？ = W ⑷ +★ ⑷，它也巾 P 到 Q 并以小的 s 靠近曲线7⑷. 
引理 31.1. 如果利 7 ]极小，对任意光滑的向景值函数 r )( t ), 如果它仵时间区间 
的两端取零值，我们则有 




d 

de 


S[y + erj 



证明 fl 然. 

再回到定理的证明，我们来展开 -^5[ 7 + ^]|^ o 我们有 
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d 

de 


夕[7 + STjj 


— 0 



dL r ^(/) + \ dt^Q 


dx 



⑷ 


其中的积分，按定义应沿曲线 


7 


? W ⑴， C = x { (t) 


进行 H 算. 

这个等式对干在时间区间两端为零的任意光滑向量值函数都成立. 
我们注意有下面的恒 等式： 



(分部积 分). 因力十⑷= #) = 0: 我们得到 = - £ f f (笔 )权 

将此表达式代人公式（ 4 ) 7 我们看出，对任意在时间 K 间两端为零的光滑向量值函数 
W )， 成立等式 


d 

de 


S[y + 87} 



. f b 

• dL 

d dL 

e=0 

L 

dx L 

_ 

dt 


ifdt = 0, 




这时,我们记得在所有联结点 P 和 Q 的光滑曲线中，它在曲线7 : / = ^⑷达到函 
数別7]的极小值. 

由此印以得出等式 


舞)=恙〜 


= 0 , i 匕1 ，… } n. 


事实上，如果 以⑷尹 0对某个 < 和某个 a 与6之间的 to 成立，则容易选出那样的函 

数 V ⑷使⑼不为零（例如，令# = 当 nty ^ o 并在区间端点取零时我们将 

存积分下得到 TF _ 数).因而定理得证. □ 

定义 31.1. 称力程 * (^) 的解为泛函5的极值曲线 ■ 

我们押给山几个定义. 

1) 称被积函数 

L = L(x^,t) = Lix.x.t) ( 6 ) 

为拉格朗日函數. 

2 ) 称表述式 


E =E(x,xj) ^E(x,^t) = C ™7 - L 




L 


⑺ 


为 能量， 


3) 称表达式 


OL 3L 

>Pi= W = W (余向量) 


⑻ 


为动量. 

4) 称裘 达式 


心=造 (也是佘向 M) 


⑼ 


为力. 


) 称定理 31.1 中的方程（极值方程;) 


d ( dL 
dt \ dx} 


dL 


dx % 


r 或和二 /i 


为欧拉拉格朗日方程. 
6) 称表法或 


SS 

Sx 1 


dL 

dx l 


d 

dt 


OL 

dx l 


( 10 ) 


为泛幽的 7] 的变分导教.巾定理 31.1 的证明中得出另一个关 f 变分导数的定义：量 




8 x 


r 由下面等式 定义: 


ds 


別7十㈣ 


SS ^ 

fi ( t } 


rfdt . 


( 11 ) 


应该指出，拉格朗日函数 ； 能量和动量的定义并非完全确定的，它只准确到一种 
变换形式： 


L f ^ L-h 

2. 泛函的基本例子 
例 31.4* 如果 ' 


df{xA) 

dt 


E 、 E -%' pf = 


ox 


其巾 f / 为点的函数 7 则 y ; 


dU 

dP 7Pi 


mr . 我们有 


Pi = fi 或 


dU 

dx i 


㈣ 


这是在位势力场 / = -grad ?7下，质量为 m 的质点的运动（牛顿）方程 i 我们存:经 
典力学中己熟知了、我们得到这个质点的运动轨线与泛函 S 的极值曲线相同.其中 


J 专 Y ^) 2 - u ( x ) 也 


(最小作用原理允 

例 31.5* 如果 L 


^叫 re , 则扒= 9 iji j Jk = \磬饮 、我们得到极值方程 




dt 2 dx k 


土 J 、 其中外 
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即 


dPk 

dt 


= 作十 F 




因为 9 km 9 jk = S -\ 我们得到 



1 dgjj\ 

2 dx k ) 


W = 0. 


现在注意到下面的悄 等式： 

，售 ㈣ = ⑽十 磐 

将其代人上面的方程中我们便得到 r 


+ r ^ x 1 ^ = o f 


(13) 


其中 



(14) 


这是与度童％相容的对称联络. 

因此，我们已证明了 

定理 3 L 2. 如果£ 元幻 =问 2 ，珂 7]= I " [# 屯则极值曲线（特 


别地，极小）的欧拉-拉格朗日方程与测地线方程相同. 

例 SI . 6 . 如果 i = 间，则表达式 问也 ( K 度）不依赖于参 

数 L 这时的欧拉-拉格朗日方程为 | (盖 )=^，或者 



Qkj 


dgjj 

dx k 


x z x j 


y^/gij^xJ 




如果赋予曲线的参数与自然参数成比例 ，即 
干是得到 


常数 I 则 


常数 


去 ( S 德祝 


这与丄面例313的极值方程相同，但现在只在曲线的参数与自然参数成比例时得到. 

在这章我们将约定以更广的含义来解释“自然参数”这个词 汇:我 们也称与自然 
参數成比例的参教为自然参數. 

我们注意，在例 31.2 中也可局限于考虑具自然参数的曲线，这是由于曲线的长 
度+依赖 T 曲线的参数. 

那么，我们已证明了 
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定理 31.3. 如果在曲线上选取 ft 然参数，则对长度 L = 的泛函的极 

值(:特別是极小彳曲线的欧拉-拉格朗 hi 方程同于测地线的方程.因此作为连 
接点 P fWQ 的所有曲线中最短的光滑曲线满足对 于自然 参数的测地线方程， 
我们来指出任意拉格朗口函数的能量和动量的某些性质> 

第，个性质（“能量守恒”).如果拉格朗日函数 L == LW ) 与 t 无显式关系，则 
能量五沿极值曲线的全导教等 于零： 

dE d f.,dL \ idL ' ” d ( dL \ dL 3 L ^ 

lF^dt{ x W- L ) =x ^ +x Tt[dFJ-l^ x ~W X 

\ dt dx z dx l ) 

第二个性质〔“动盘守恒”).如果选择坐标: r 1 ， …，#使三0，则沿任意极值 

OX 1 

曲线成立等式 A 二盖 =0. 这可由欧拉-拉格朗口方程得到.在这种情况称 

坐标/为循环坐标. 

例 31.7 如果 L 于是 E = L = ||if . 由 能贵守 tM 定律， 沿泛函 

卜 dt , 的极值曲线有 ~ = ^ 因此，这时极值曲线总是测地线：而沿整个曲线其 


速度都为常数（在自然参数 F 的速度). 

注如果拉格朗0函数 L { x , x ) 是关于 f ， 士的-债齐次函数 ， 即 b { x , K ) - 
(例如/二 V ^)， 则能量五恒等于零，且在极值曲线上可取任意参数. 

例 31.8 如果三维欧氏空间中的曲面由柱 Iffl 坐标的方程 f ( z , r)=Q 给出（旋转 
面)，则在曲面上（局部）坐标中的一个可取 作角％ 而另〜，个为 r 或度景的形式 
为 

d ! 2 = dz 2 + dr 2 十 r 2 d < p 2 + 

若局部地有 r 二 r ⑺，则 


dl 2 — g zz dz 2 + r ^( z)dif 


9 ij 


g，z o 

0 r 2 


对于测地线的拉格朗口函数为 


L = 2^ i3 +r2 (^)^ 2 ) = rAdrrT 2 十 rV 2 )， 


又有能最 E ^ L 和动量化 


dL 

d ^> 




OL 


dz 


r = g zz Z 守恒 
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在曲面上的局部坐标为^ 和# 考虑它们的单位基向 fl 匕和％.这贱基向景 
的内 积为： 

(e^.e^) = g zz , 〈 e 2 ，〜〉 = 0 ， 〈〜 〜〉 = r 2 {z). 

考虑测地线的速度向量 r ：= ( z 7 我们来计算〃和 y 之间的夹角沪 

hvv 〉 r，2< P 

cos p = — / = 广 

e V 〉 vEr 

故而 mos # = 常数. 

VE 

最后得到 

定理 31.1( 克莱罗）量 r ㈣ 咕 沿天 维空间舻中曲凼 L 的测地线保持不变 t 
因为 ％ = r 2 ☆二常数和2 五二 如0 + 印二 常数，我们得到 _ =匕 '2 E = 

r 

沿其中 r = t ( z ). 这允许对于旋转曲面上的测地线方程 

e r^ 




进行完仝积分. 


习题 

31.1. 设在拉格朗日函数 L 中包含 了高阶导数； 

L 二 L(t, x, x,x, - ■ ， 〆 〜； 5(7) = / L(t ， x , …，:此 


证明对泛确 s [7] 的极值曲线成立 K 面的欧拉-拉格朗口方程: 


SS 

Sx 


dL 

dx 


d dL d 2 dL 




1 1 _ p b 


dt Ox dt ? dx 


+ (- i ) 


k d k dL 
dt k d:rS k ^ 


§32. 守恒定律 

l . 保持某个变分问题不变的变换群 

利用单参数变换群（见§23)，可以对上节所得到的动最 守恒定 律给出更加方 
便的不变形式. 

设在，中给出了（局部的）单参数变换群 &， -OO < T < OC ， 它具有 F 列性 质: 


1) 对任意点 P 存在数 r D > 0和点 P 在狀〃中的邻域使得当 |rl < r G 时 SV 
有定义{:并丘光滑) ： 


S T •• U 


⑴ 


2) 1( 恒问变 换)， 




S Tl o : 


s.r :l 


( 2 ) 


(在所有这些变换右定义处成立） 

我们回 彳乙， 每个局部单参数群有着相伴的向它切于轨线 

( x ” ：二 久 ⑻ = - (3) 

aT r = 0 

反之，向最场 ( X 0 也定义了群它根据常微分方程解的存在和唯一性定理而 
得到- 这时对任意使 ( X ”不为零的点 : T M Tl 可以找到这个点的邻域 f / 及其卜的 
坐标 y \ ■■- , y T \ 使得变换&当 t 小时为 


Sr { y l -r + = ( y 1 + 丁,/，+ ■ ■ ? y n ). ⑷ 


对这种形式的解的存在性定理在适当的地方还会被进1步应用. 

定义 32.1. 称单参数变換群 SV 为拉格朗 Q 函数 L(x^J：) 守恒是说 

S t ^^ 7 t ) = 0. (5) 

其中为切空间的映射 (:见 §22.2) + 

令 i ( r ) = S T ( x)(§l x = 工⑼ U ( r ) = & 4(4 = m ), 方程⑷的左端便有形式 

dL . QL dh dC ( r ) 

~~ X + deir )~ d ^' 

然而根据泣 2 . 2 有 f ( T ) 二(将^ ⑺ 看作是 .^'(0) 的函数 J ； 咕故 



计算当 T = o 时的孕数，我们便得到如下 关系: 


dL 

dr 


r=0 


X 1 


• dL 


dx { 


dX i ^ OL 


⑹ 


(函数 L{x,^t) 沿向量场 (X^) 的李导数等于零).这就是关干变换群又为拉格朗日 
函数 L 守恒的条件. 

有下面的定理. 
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定理 32.1. 如果单参数变 换群仄 为拉格朗 R 函数 i 守恒，则成立动量分景 
沿向场 X = ( X 1 ) 的守恒 定律： 


± ( X i2L 

dt V dx} 


士作卜 0, 


⑺ 


其中 X ( x ) = — Sr ( x )\ 

aT 


I ) 


证明 考虑点 x e R n 使 X ( x ) ^ 0 7 并目.有它的邻域 R 在其中存在坐标 
(沒 1 ，…，)0, 使在其下 s T 吋写成上面所描述过的 样子： SAy 1 ,-^ , y n ) - ( y 1 
r , y 2 r - , y n ), 在这样的坐标下拉格朗 H 函数守恒的条件为 


dy l 


0_ 


因此在极值曲线2/ 


X . 所以在所指出的坐标下 



d / dL 

dt I Oy^ 


u _ 但是沿轴 〆 的申 位向量是个向量场 


dL 

W 


定理证完. 




2,几个例子.守恒定律的应用 

例 32 .1.具非審质量的相对论中的（自由）粒子在具坐标 
ct 的闵可火斯基空间中定义了在类时曲线上的下面两个泛函（作 州） 中的 一个： 


S 


2 


S 2 



3 


x)dr, {±,±} - (a ; 0 ) 3 V " x =~ 

dr 


⑻ 


J \/{x,x)dr 


me 


dl 


⑼ 

在益间 IRf i3 中的有质 S 的粒子的世界线是泛函的或的的极值曲线（相对 论的极 
小作用 原理)+容易验证（如同在辟 1 中那样 ) T 这两个泛函的极值曲线是一样的.如 
同我们已看到的，比照于经典力学时，使用氏是更为方便的. 

在⑼的情形中， r 可以取作任意的参数，通常选取 T = t = x o /c 
在此参数化下，我们有 


^2 — 一 mcl = —me 2 



w 


2 


c 2 


dt 


( 10 ) 


w 




dx 




dt 


1 , 2,3 


( w = 1^1 f 三维速 度 j / c 为 固有时 间)， 按通常的规则，我们记 A = fLdt , 其中 

/ rt i<b2 


L 


-me 



t - 我们注意到这个拉格朗日函数 l 是个-:维的量.对这个拉格朗 

曰函数的能量和动量有形式 


E = pw — L — x n 


OL 


dx 




L 


me 


2 


_ k 


•1 


(11) 
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71 UD 


Pa 



2 


( 12 ) 


w 
a 


当 


0我们有 


K 〜 me 2 


■2 


2 c 2 


p fl ^ 7 rw 尸 (1 十…)， 


即在经典表达式的 • ▲阶近 似上我们得到 动量为 


Pn ^ rnw <x (13) 

(参看 §31), 而准确到常数 me 2 下，能量就是经典表达式 

(14) 

此外，还成立恒等式 

E 2 - c 2 p 2 = m 2 ^, E ^ c^/p 2 -h rrt 2 c 2 . (15) 

如果 £ > 0,则点 ( E , cp ) 取在闵可夫斯基空间 Rf 中的三维罗巴切夫斯基空间（质 
里曲面）上 ，而嵴 的坐标为 E , cp . 

在此-:维形式体系的框架中能量和动量是全然不同的，而时间是- > 个 单独的 
坐标. 

我们转向泛函表示的作 用&二 $/〈_， %) dr - 由于匕 -节的结果 ，在过 

里极值曲线的参数是自然参数（“能量”体系的守恒定律).我们定义4动董兵= 
( po,PaX = 1,2, 3，为 


V , 


dx fi： 


0,1,2,3 ，其中 〆 


dx 1 

dr 


我们得到 


Pi \ 


dx /Q 


/Q 〜 

職，- — ， 


1，2, 3 


如果在闵可大斯基度量下提升余 叫量菸 的指标，则得到向量 


p = mcx ft 7 i = 0 ? 1 ? 2 ? 3. 


因为沿泛函的极值曲线，参数是自然的，故而 



dx 2 
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结论 4动 S 由关系式 


⑽ 


; T ° = p CY ^ cp n (17) 

与-:维能量和动 M 相关联 > 也称4元动量为能量-动量向量 1 
结论 在洛伦兹变换下，能讨动 量向幫 ( F ^ cp ) 如同4 向量那样变化+有质量 
的粒子的 4 动量位于冇质量的曲面上.曲面 h 具有罗巴切夫斯基几何 结构： 

五 2 … eV = 沪 ) 2 .... m 2 d (18) 

a=1 

特别：对转移到以速度％ 方向沿 X 1 轴作匀速运动的坐标系中：我们有 


其中 


( E , cp ) ^ ( B \ cp f ), 



Ev 

f - 2 ~ + Pi 

P\ = — P2 P 3 ~P3^ (19) 

当 Z ，0,我们得到 E f = E - piV^r 常数， 〆 = p + 常数， 

例 32.2. 广义相对论的基本公设是爰因斯坦 假设： 引力扬不是別的，而是四维 

时空空间中度最 阳 (在每点的符9为 （+ - )). 在没有其他任何力的情形下，具质 

: M m > 0的测试粒子在引力场中按类时测地线运动，此测地线由作用 


S\ = ~ I {±,±}dr 


( 20 ) 


的极值化定义 .m = 0的粒子则按迷向测地线运动 ； 沿此曲线有 ( x ? x )=0. 

由经典的引力势函数 MWr )/ = cf 定义了弱场，它甴度 M 得出，而此度量能 
形式地展开为: L / c 的 级数： 


. 仙二 O 4- O 



9 m = 


( 21 ) 
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其中心 


1 


0 


- 1 


10 


为闵可夫斯基度量，其中含 1/ C 的这 项缺失 


定义 32.2. 在弱场中的类时测地线 f = 

作为慢的. 

对内 然参数（固有时间 )， 在弱场中的慢测地线为 


如果 


dx a 

dt 


< c , 被称 


dr ~ 


dl 



r ? 


9ab 


dx 11 dx h 

dt dt 


•tJ 


dt 


或者 


dr 


+ 0 


c 2 


dt 


因此在测地线方程 


d 2 x a dx b dx c 


0 


I ' 其参数为自然 参数， 在相差 f ) 下可以用也替换 dr , 

命题 32 . 1 . 弱场中的慢测地线方程具形式 


d 


2 


dt 2 


d^p 

dx a 


+ o 


即与 在经典引力场的位势 函数# 的牛顿方程相同. 
证明对于由公式 

dghd 、 Og, ： d dgb' 


n ,： - TyO 


dx r dx b dx d 


( 22 ) 


(23) 


进行计算的克里斯托费尔符号 ； 我们有:1)由于（21)，导数^ 

dx n 

为 G (*) (度量心为常值，量/为有 限); 2 )异数 ㈣ — 


1 dg a h 
c dt 


的阶 


dx 


1，2,3)的阶为 


O 



(假定, P 为有限).故而山在测地方程中具有克氏符兮的那些项，其阶最高 


的项妃^ nhc 2 + o f 土) •对于 厂仏我们有 


^ _ <: 
00 — 2 ^ 


办00 
dx 0. 


+ 0丨4 

c ri 


dip 


c 2 dx 




O 


1 




1，2,3, 


由此得到所要的命题. 
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例 32.3. r , 个质点相互作用的经典系统由拉格朗 R 函数（在空间 IRh 中) 


L 


n _ 2 

rruxt 


J ： 


2 


U{X!, - ^ - ,X n ) y Xi = (x^xf.Xi) 


t 


给出，其屮 U = 


2 




我们假定此系统为平移不变.换句话说，在变换 


( 24 ) 


心〜而十（， ( = ( C 1 ^ 2 ^ 3 ) 


(25) 


下拉格朗口函数不变 ： L — L . 为此只要 V 为变量差的函数即可: 


Xj ) = V (^Xi 一 Xj ). 


(26) 


于是由动贵守恒定律得到 总动量守恒: 


n 


-0, 其 1中 作 =乙 rtMXi . 




% 


证明 我们有作用在 h 的三个群 S ? (a = 1，2 J )， 其规则是 


Sr - < ^ xf +T, xf^xf, d^a 


(27) 


a 


1，2,3， 0 = h 2 ^. 


(28) 



X ㈣ =~ S ^( x ) 

dr 


为 


：o 


X (1 ) = (1 7 0,0,1,0,0 


1 , 0 , 0 ) 


X (2 ^ = {QA.O : 0,hO,-,0,1,0), 
根据一般情形的定理 32.1, ？ Ji 们得到个守恒 定律： 


(29) 


n 


PiLr ^ Q = 1 ，2, 3, 


% 


□ 


我们考虑 n = 2, L =-h K ( m 2 ) 的情形.我们转向匀速运 


2 


2 


动的坐标系，在其中 P n = 0. 于是有 


mi±j + ni2X2 = 0 . 


( 30 ) 


我们选择质心作为原点， P 是 myXi 4- rri 2 X 2 = 0,因此， 


^2 


77l\Xj 

m2 


ni \ 


V { x \ - x ^ 2 ) = V ( x } H - xi ). 


m2 
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又牛顿方程为 



dV ( x \ - X2 ) 
^ - -- — 

dx ^ 


q = 1，2, 3- 


(31) 


段 


m 


iri ) 1 + 


mi 

m， 2 


J /( xi ) 二 V ( XI +j ■由 （3]) 得到（在与质心相关的坐 


7712 


标系中) 



du ( xi ) 

墨 —dxY 


(32) 


因此成立 

定理 32.2. 两个质点在质心的坐标系下具有 平移 不变位势时的运动间题等价 
于一个具诱导质量 m* = m! @ 的质点在具位势 Uixr ) - 乂㈨ — 化）的 


场中的运动，其中 rriix \ 4- ni 2 X 2 = 0. 

因而平稳群引向到总动量的守恒，并将两个质点的问题化 为黾个 质点的问题. 

例 32.4. 转而运用旋转群 SO { 3 ). 

定义 32.3. 如果拉格朗日函数 L ( x , x ) M ^ 中所有旋转不变 ； 则称其为球面 
对称+ 


在群 50(3) 中我们有二个不同的单参数 子群： 

1} 以角#绕: c 轴的旋转 (4 J) )； 

2) 以角 中铙 y 轴的旋转 ( S ^)： 

3) 以角¥绕^轴的旋转 (4^)- 

它们在中对应的向量场是在 §24.3 中找出的线性向量场 L ^ L y , L z -, 


Lx = (()，— (之， 0，一 y )， L z = {— y - 0). (33) 


对于球面对称的拉格朗 U 函数，根据-般忭的定理 32.1 我们有下列量的守恒 
定律： 

M x = L2 n My = L>' M 一 I」h 

(这是绕 xu 轴旋朽的动量的角分量).它们的显式表达式为 


札= yp z - zp v , My = zp x - xp x , M z = xpy - yp T , 

(A 4 ) - u%')= ( 咸 ）= o 


(34) 


因此向量 


八 f My , M z ) = [x,p\ (35) 

守恒，其中无 == ip x u ). 向量 [ x , p ] 称为动量矩 T 

设有一个两个质点的系统，它对所有欧氏空间的运动群不变这时 L = 



2 



rri 2 X 2 



- U{xi - x 2 ), 其中 U ( X ] 


- $ 2 ) = U(\xi 


❿I卜 U ( r ). 亊实上，由 
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对所有旋转和反称的不变性得山 "( A — W 为 r = h - 1 的 m 数.利用平稳群（例 

32.3 的结果)，转化为具质量 m * = m 的单个质点的问题 T 此质点在具对稳群 SO (： S ) 
的场 r /( r ) 中+这时我们便有了动量矩 M = [ x , p ] 的守恒定律， 因为 U 小依赖于时 

间，则也使能量五 1 岬 — /> = 77 ^-十 U ( r),v = x 守 fe 

引理 32.1. 上述质点的运动只在由向量 r 和 p 张成的平面上进行. 

证明因为动簞矩守 t 旦以及土 = p / m , 则向量 lx , ±] — Mjra 的力向不变.此方 
向垂立于平面证完了 □ 

我们选取 z 轴为 M 的方向，并使用柱坐标 ( xw ). 我们得到了 


或者 


L 


. O 

mx 

~ Y ~ 




U ( r ) = rri 


r 2 + r 2 ip 2 


- U[T) 




l)L 

d ^> 


rnr' 2 (p = M = 常数' ^ 

mr ^ 


E 


m 


T 


2 


M 


2 


m 2 r 2 


+ U { r ) 


E ~ 


• 2 

mr 

2 


U 3 (r), 


㈣ 




其中 U 3 ( r ) = r /( r ) + -—, 

2mr J 

最后的结 论是： 质点的运动化为（对 r 的）-维问题，其势能为 U 3 ( r ); 其解的公 

式为 



亡0 = 



f M 

¥ - 外、 = j ：^ dt (則 

消去 （ 可以得到轨线 f = f ( r ) 或 r = r ㈣ 的方程. 

在两个重要的已知情形 "= a / V 和 f / = ar 2 中. 闭轨线充满了空间 ») 屮下 
面的整个区域： 


对[/=，^<[)，区域为丑 <0; 

对；7 = ur 2 .a > 0,区域为整个 E 冰 

(在对 t / = a / V 的区域 E < 0是开普勒椭圆区域0闭轨要求满足非平凡的等式 


r({p -h 27rn ) 三 r(tp) : 


(39) 


其中 n 为某个整数 . 

对于另外的球面对称的解析位势 d ) 一 等式（加）不能在相空间的整 
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个域中成立（参看书 [44]). 一般 说来， 闭轨充满的集合其测度为零.如果不等式 

E - U ^( r )^0 

对有限线段< oo 成立，并且其中包含了初始条件，则这个运动当 


oo < t < oo 时发生在空间 ( x , x ) 的有限 W 域中（这 m 的％ 


M 2 


总动量矩的平方 h 

例 32.5. 在闵可夫斯基空间 W 中给出/拉格朗 H 函数 L{x,x),x^ (x°,x\x\ 
工 3 )' 它在洛怆兹群 0(3,1) 下不变 .IR 4 巾的群 0(3, 1 ) 对应于线性向量场 7 而此向量 
场由单#数子群 

⑼ 以 


岁 0) - x k A kx 


9 k .i 


(40) 


定义，其中的^^ 


1 


0 


-1 


一 1 


V 0 


为闵可夫斯基度量， Ah 为任意的常值反科 


-V 


矩阵 〔参肴 §24). 于是我们有守恆定律 


PiX ^-^ XkA ^ = 常数: 


(41) 


0 L 


其中的氏二^为 4 元动盘.由于矩阵的反对称性，表达式 （41) 可以重 V 为 


PiX k A kl = ^{ p % T k -■ p k x % ) A ki =常数， 

因为矩阵是任意的，故我们有了保持上面的盘不变的整个张量 

^hk = ^.Ph - x k p z ^ 常数 (42) 

称这个张哥为4元动量矩张量 I 

为方便起见，我们考虑相应的上指标张量 { M 诙、1 它的空间坐标分量 M ^, a ,3 = 
1义3有形式 

二 X 。■铲 - x 0 浐， (43) 

即与「-:维动量矩向 M 的分量 

= c [ x , p ], M 23 二 cM x , = cM y , M 12 ^ cM z (44) 

重合 T 分量则枸成了：维向量 


C 2 tp - Ex. 


(45) 
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公式 （44) 和 （45) 立即由4元动量 


(P 7 ) = ⑻ cp) 


得到，这里的 p 为通常的三维动®, 

我们现在设给出了由 n 个相对论的粒子 Xi ,-* t X n 构成的系统，其中： Ti == 
{ x ^/ x ^ x ^. x ^}. 进一步，设拉格朗 H 函数 ■ - - , X n . X U - - + , X n ) 在整个庞加莱群 
下 不变； 我们知道，庞加莱群是闵可夫斯基空间的运动群.于是我们有下面的守恒 
定律： 


/ 7i 71 

\t=i i-i 


常数（总 4 元动量守恒)， 


= 常数 （Aff 为第 Z 个质量的动量矩张 


由公式 （45) 特别得到 


I c 2 tm — E 只 ❿= 常数 


w 为总能 m 也守恒，则有 

从而点 




常数 



以常速 W 运动，其中 


2 

2^ c Pi 


点工 为相对论的类比质心，如果粒子的速度相比于 
从而公式 （4 7) 转化为经典的公式 


(46) 


(47) 


(4S) 


是小的，则可近似地令 



我们注意到 7 相对论的质心对于参照系的选取是不 变的, 
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§33,哈密顿体系 


1 . 勒让德变换 

我们记得 曾鲐令 



0L 

dx a 


从而引进了对于拉格朗日〔函数的能 M 和动量. 
定义 33.1, 如果 


⑴ 


( 2 ) 


则称 l 为非异的，如果方程= 0 L ^ i ± l 可以光滑且一一地解出为= 

ox^ 

V -{ x , p ) 的形式，其中任意 ； 则称其为强非异的+ 

定义 33,2. 称强非异拉格朗口的由 ip 表示的能量五为哈密顿 H { x , p ). 

称具坐标 ( x , p ) 的空间为相空间.对于强非异拉格朗口，我们可以从坐标 ( x , x ) 
转移到坐标这是由 i 卜 ,iO 到 ^ P ) 的勒比德变换.这时欧拉-拉格朗日方 
程转换成了哈密顿方程 . 胃 

定理 33 .1■设 L { x , x ) 为强非异拉格朗臼 M { x ，' p ) 为哈密顿，; p = 雙 : ■ 气 企= 

ax 

v ( x , p ). 欧拉-拉格朗 □ Jj -程 


0L 

dx 


dt V dx 


0 


⑶ 


等价于下面的哈密顿方程，在其中1和 p 被假设为相空间 ( x , p ) 的独立 变量: 


P 


dll 
dx ' 


x 


dH 

dp 


⑷ 


证明设 L = L(x, v), v 


H = pv — L, v = p 


我们要证明下面的等式 


a) a: 


oh 


dp 


常值 


b) V 


dH 

dx 


dL 


常值 _ 洳 


其中 


H(x y p). L = L(x, v). 


dL 

dv 


常数 


_ 常值 


等式 a ) 的 证明： 闪为 p 


dL 

dv 


，故 


2 • 
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dH d t r . dv dL dv 

~d^ = dp {pv ~ L) ^ v + v dv-^W P = v - 


等式 b ) 的 证明: 


dH d f T , dv dL dL 3 v dL 


dx 


证完， 


dH 


我们注意到 I =即- 其中= $1，或者 L 

Op 


p ± - H ♦对 L { x , x) y 作用 


5 = f Ldt 被写为 



Ldt j [px - H{x,p)}dt t 

i _ V b— t V_ _ I 卜 »b > »•. k_tL 


(5) 


如果曲线 7 为: r ⑷和则沿此曲线满足“可积性条件， 




dx 

dt 


其中 


dH 

'dp 


⑹ 


我们考虑在相空间 ( x , p ) 中拉格朗日 i = px - H { x , p ), 它在曲线 .7： ⑷，邱）上不 


满足可积性条件 


dx _ dH 
dt dp 


引理 33 丄对 于在加 维空间 ( x , p ) 中的泛函/ I 碑— H ( x , p )\ dt , 其欧拉-拉 
格朗 R 方程与哈密頓方程相重合，并旦自动地蕴涵了町积性条件 

dp 


dx 

dt 


证明设 y) -p±- H(x 7 p), 其中 y 为坐标 [x 、 p).tiny a — :. 
m 一 m d { dZ \ dL _ 一一 _• 


则欧拉-拉 


格朗日方程！暴 




具有形式 


! ( dL 

dt \ OtJ 


8 L 


dx i 


r 或 f 


dH 

dx 


时如果 f = Pi ，则 


d_ f dL 

dt \ drt. 


dL 

dpi 


dH 

dpi 


引理得证. n 

注在上面我们推导出了对于在固定端点的曲线类中成为极值曲线的欧拉-拉 

格朗日方程■在 ( x ， p ) 相空间中它对应于一种不同的曲线类，它只固定了端 点的： t： 
坐标（图 34) _ 


2. 活动坐标系 

我们现在考虑的情形是在 IT 中给出了随时间流而变 
化的拉格朗日 i ： = L ( x , x , i ^ 我们将推导出在变换 z = 

二 t ’ 下 不同量 之间的变化规则. 

首先，按定义，在此变换下 S = fLdt 没有变化，而 L 
也没有变化（仅差一个全导数).因此我们有 」 


L(x,x, t) L(x(x\t),x : t) -h 

考虑两种 情形： 

1) 不含时间的变換:; T = 

2 } 含时间的变换. 

在第一种情形， 

」 dx j 


dt 



⑺ 


图34 


X % 


dx v 


或者 a 




dx l w 

d^ v + 


⑻ 


结论速度是个向量 + 

兒外 , Z (: rWJ ) = L ( x , x , t ). 所以 


dx 


取义0 =你⑺，⑥/彳)， 

_ dL dL dx 1 dx 1 
Pi> = d ^ = d ^ dx ^ 二仍石 卜 

就是说,动量是个余向量1对于能量我们有五= - L = p〆 
是个标 ffi (无变化). 

现在转而考虑含时间的 变换： 


⑼ 

- L ^ E f . 因此能量 




⑽ 


此时 


dx z dx 1 dx 


77^ + 




dt dx 


〆 +咖，0_ 


我们假定,在给定的时刻〖= w 枸造了（不依赖时间的） 变换， 使当^ 
于是 


亡0时 z 


( 11 ) 


x\ 


称这样的坐标系为瞬时的，因而在活动坐标系下我们得到 

L — V = L' L(x,v,t) — L{x f ,v f + a,t)\ 


dx 


% 


(12) 


v —^ v f = v — a{x\ t)] 

； 七 dL dV 

p — P 二 P , 因为肩 ^ = 

E — E’ = p , v / — V = pi(v % — a' 1 ) 


E — pia z (x\t) 
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因此，动量没有变化，而能 S 移动了一个它等于 - Vi ^ = ( p , V f - 因此， 

E=H(x,p) ~^E F = H{x\p , ) 

= ir(x\p f ,t), (13) 

. 我们来解释哈密顿是如何变化的 _ 

首先我们有土二 二-竿 ■ 现在则有 i / = = —^ C 当卜4时)， 

op ox op f ox f 

因为/ =47/=；^ 我们得到 


其中当 t = 艺。时 X ^ x\p = p\ 


dx 

^di 


dH f 

~ dp r ~ 



. f dH f dH t da l 

闪此，哈密顿的方程的变化十分简单，我们已证明了下面的命题 . 



定理 33 * 2 * 当在活动坐标系时，瞬时坐标和动景没有变化，而能量（哈密顿）改 
变了量 

H — HK a = a{x ^ t) = ^ ■ 


考察 =: 个重要的例子 . 

例 33 . 1 , 坐标系的平移运动，这时 a = 吨）不依赖于 x\L = - U(x), 

此时 


V ^ 爪％ v =p^mv = rn{v f + a) = rnv 1 + ma, H f ; H — (p f , a). 


对牛顿方程 


(mv)' — f = mi) f 4 - md 


或者 


rnv f — f — md — f f . 


(15) 


因此，力 / 得到了一个惯性补充 —mi 

例 33 . 2 . R 3 中坐标系的旋转，这里 a = [a,x f ia 为角速度（常向量 ) 

H! 二 H — ( p \^) = H - { p \ [0, x f ]}, 


p f ^ p, x f = X , 这时 t = to- 


方程便为 


p 


dH 

dx f 


洲 + 芒 (p 、 [ 心 ] 〉 =- 罢十 bw 


dx dx 


dx 


dH f — dH d 

dp f dp dp f 


{ p \[ Q , x \) 


OH 

dp 


[/? 〆 ] 


如果拉格朗 Q 为 L 


mx 


- 叫)，则 


mx = 



[12, a /]) = mx 1 + ma . 


我们便有 


mx f -h m[Q^x f \ 


8 H 

dx 


+ {(mx f + ma), f2] 


最后 得到： 如果 A = 0( 常速旋 转乂则 


mx f = J ?] + / + m [[ U , x ], J?] h 


(X6) 


/为原来在固定坐标下 的力. 最后的一项当 u 为小不大时是一个小的力，称力 
2 m [ x \ Q \ 为科 里奧利 （ Coriolis ) 力■我们得到 


注如果 L 


mx 2 


mv f = 2 m [ v f , J ?] -h / + G { Q 2 ) 

- U ( x ), 转人活动坐标系中则有 


( 17 ) 


H - Pi a \ 


mv l = — m ( v n + a l ) y 


其中 


2 m 


+ f / ⑷， 




2 m 


+ U ( x ) — pa 


{ p f — ma ) 
2 m 




ma 


因此，到活动坐标系的转移等价于下面的两个运算 
a ) 动量的移动 p p f — ma , 


( IS ) 


(19) 


数为 


b ) 位势的变换 U — U 3 = U ( x ) - —. 

2 

例 33*3* (含电磁场) •设 L { x , x ) 为拉格朗日.我们来定义一个新的拉格朗日函 


L = L^-Aix\ 

c 


其中次为电磁场的势向量， e 为质点的电荷量 ， S 



Ldt , S 



{Ldt^-Aidx^^ 


拉格朗日函数上加上一项 - AiX 1 的运算被称做"含电磁场，，. 


如果 H { x } p ) = Z 和 U ( x ^ p ) = pv ~ L 7 其中 p 


dL 〜 


dL 

dv 


于是 
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〜 C A 〜 6 A 

pi = p t -Ai, Pi — pi - Ai, 

〜 c e c 

II{x,p) = H(x y p- -A). 


( 20 ) 


因此，场的内含等价于动量在哈密顿中的位移，因而类似于转移到活动坐标系（无势 
的变换 ). 

我们注意到.欧拉-拉格朗 y 方程为^ = |^ = 1^-4--5^^. 然而' 作为由 

OX % OX 1 C OX 1 

(20) 所将，有志 ―佑十 ~^rXK 故而 

c ax^ 



(无电磁场)， 


fn = fi 十- (含电磁场): 


p=p 




这串的 巧 =磬_造 为电磁场张 M . 由张量巧的反称性，表达式恒为 

零： 闶此 

iH^ = PiV 1 = fiV 1 , (21) 

其中 / 为无电磁场时的力 ； f =^ 

OX 

注仵-:维体系中分量 A c = %为电磁势能,(山，4 土）为势向量，在这些记 
号下；拉格朗日的添加为 ep + - A . a x a , 其中 .t 0 = ct,a = 1,2, 3. 

c 


3. 莫佩尔蒂和费马原理.应用. 

我们现在来分析莫佩尔蒂和费马的变分原理.在此之前,我们来闸述在三维哈密 
顿中的能 M 守恒定 律：在 加维相空间沿运动的轨线即沿泛函 S = J ( px - 

H ) dt 的极值线或哈密顿 方程的 解)，哈密顿 H { x ( t ), p ( t }) 为常值.此时成立 

定理33.3.(莫佩尔蒂原理）如果哈密顿 H ( x , p ) 与时间无关，并且能量水平固 

定：则在爲所给 能量五 的上述所有曲线冲 ） 中的极值曲线也是^ = jpdx 的 

极值曲线.此时我们假 定形式 p 也由 x ^, dx ^ 表示. 

证明显然 7 在曲面 H ( x , p ) - E _h, 原来的泛函 S = J ( pdx - Hdt ) 在所有 

原来的极值线（哈密顿系统的解）上达到了极值，这是因为我们是在较原来的更小 
的曲线类上考虑极值化 问题： 这些曲线现在位于曲面 H { x , p ) = i ? 上+在此曲而 

上， S = J(pdx - Edl ) = j\pdx - d ( Et )). 故而在此曲面（维数为 2 tz -1) 的坐标 
… ^ n-i - p 拉格朗 R 抽= 4 和 Z (^ i )— 备 JEt ) 有同样的极值曲线'方程. 

at 
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因此，在曲阎 H = E ± 7 新的（水平的 ) A = Jpd ,： 的极值线即是原来的在空 

间中泛函的所有极值线.定理得证. - □ 

现在来考虑重要例子. 

例 33.4* L - ^ - U ( x )； = U { x ). 沿极值线满足方程 

. 3 H p 

，心 _ T\ ~ _ • 

dp m 

我们将水平作用的泛函冼=办限制在还要比曲面丑=£ t 曲线集合还要小的 

集合上，即耍求在这些曲线丄 1T 满足关系± = p / m . 于是： 

a) 由条件 H { x , p ) = E ^ \ p \ = /2m (五 -f/ ㈤); 

b ) 由条件 ± = p/m 有 ( p . x ) = pa ， x a — \ p \ ^ \ x \. 

由此证明了 

定理 33.4. 对应 j 在同定能量 E 时的哈密顿77 = p 2 /2 m + U { x ) = E 的哈密 
顿系统的解曲线:是条测地线，其对应的新度 M 为 

9 ij = ^7 n{E U ( x ))〜 (22) 


(这时的参数: Jl-f 是自然的). 

例 33.5. 设 if = c(.r) ■ |pj; 这个哈密顿描述了具变化光速 c (: t) 的速向球面上 
的光的轨线1 

考虑在一个曲线集合上的水平作用 Sf) = Jpdx, 这个集合满足 

a) H ( x } p ) — 

b ) 土 =誉= (显 - 然 , i 士 I = ♦)) - 


因为 ^(j)|p| =五，故 |p| = E / c ( x ). 因为 


x = 


故 b ' dx 、 


\ p \ - \ dx \. 从而 


J (p'dx) = J \p\ - \dx 



dx 

c ( x ) 


j dx 2 

y 


=E 


j \Jgz ： iX l ^di 7 


其中阳 = 我们注意：积分 / _ 等于光沿路杼 7 的运动时「曰 J. 

于是已羟证明了 

定理 33.5. (费马原理）光沿着在连接所给点 P 和 Q 的所有光滑曲线中使 
运动时间达到极值的曲线运动_曲线是在新度量 



c 2 ( x ) 
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下的测地线， 

注测地线通常由拉格朗日 L 二 9 ij vV 或哈密顿 iJ = g ^ prpj 得到.如果取哈密 
顿为 H ^ x . p ) = VH = ^/ WihP ~ j . 则它将给出 ㈣ 样的运动轨线；这是由于在常值水平 

能量 E 二 常数上，相应的哈密顿 arnvn 的向量场将以常数因子 = ^ = 

常数成鼠轉卜 L H 2 叫鲁'- 3 爲 

在我们的情形中 iT = c ( x )\ p \ 或灰=故而立即可以指出，度量具 


有形式和或阳二 



在各向异性的介 质中， 定义了速度的张量如(或不再共形于欧几里得形式. 


§34. 相空间的几何理论 


1. 梯度系统 

设在任意空间中坐标为0 1 ,…，，)，而“度量可以定义余向量的内积, 
并且可以提升指标（参看 §19). 

函数 /(?/ V ，+ , y m ) 的梯度 ▽/ 为 


(▽/广=/ ; 



⑴ 


这时张量并没有假定为对称的.对应于向量场 ▽/ 方程组（参看 §23) 为 

^-( v / y . (2) 


称形如 （2) 的系统为 梯度.有 简单的引理： 

引理 34.1 .设: y ⑴为梯度方程组 （2) 的积分曲线.于是对任意函数 h [ y ) ; 
t 的导数为 ^ 

L d 1 /_ / , Jv—rT T-F jy\ Of 


其对 




(3) 


证明 由定义 


；_ dh , 

h ^ w y 


擧(▽疗令募 


引理证毕. 

使我们感兴趣的是非异的反称“度量”它由形式 


^ A dy 3 


⑷ 


给出，其中的恥 为逆矩阵:_讣= S^ gij = -9 Jiy dei ( g vj ) = g ^0. 显然，空间的维 
数是偶数， i，j = 1 ? * ,2 n . 


§34 . 相空间的几何理论 



引理 34.2, 有公式 


- -^n Tt = ^ p/\yAn = ^7jdy v 八 "■八 dy 2n , 


(5) 


B1 此，为的多 项式； 称其为普法夫（多项式). 

证明只要在每个点分别证明等式 （5) 就可以了.在每个选取的点 P 上，张董 
9 rj 是在点 P 的切空间的反称形式.因为与对称形式在适.当基下取对角形式一样，反 

移形式 9 ij { P ) 也可化为 ( $ ^ ,其中0.„和 L 分别是 nxn 阶的零矩阵和 

乂 —丄71 j 

单位矩阵.因此，如果选取新坐标 


(—，■■ 乂灼 ，… , Pn ) 

使其与老的坐标线性相联系并且使 


z 2n ) 


⑼ 




Ijx 


于是此时有 


dx 1 A dpi, j? A ' ■ ■ A = —nldz 1 八…八 dz^ n . 


⑺ 


因为 V? 二1，故而在所给坐标系中引理得证.由于形式 （5) 的不变性（这个关系式 
的右端在具正雅可比的变换下像张量一样地变化).引理便在任意坐标系下得到了证 
明，(在 det A <0 时其证明类似 .） a 

注因此，度量阳非异的条件 g ^ O 等价 T 条件一 0 . 

定义 34.1. 在具反称度童讲 j 的空间中如宥坐标（％ p ) 使得 阳三 In \ 

\—I n o n J 

则称此空间为 相空间 ■使度量为 （7) 的那个坐标 {x,p) 被称 为典则 坐标.称在此 
度量下的梯度系统为 哈密顿系统 . 

在典则 坐标下的哈密顿系统(以函数 } I ( x , p ) 怍为 f) 的形式为 




f 2 n , 


或者 


⑻ 


• i dH ， dH … 

x pi = -涼， …⑻ 

读者不难在这些方程中认出哈密顿方程的样子.哈密顿系统的重要性是由前一节中 
证明了的定理决定了的，即关于欧拉-拉格朗 H 方程 （对丁 强非异拉格朗 R) 和相空 
间中的哈密顿方程之间等价件的定理 
由引理 34.1 我们得到 
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引理 34,3, 任 竞函数 f { x , pA ) 沿哈密顿系统⑻的轨线的导数为 


%，馬 


其中 


<V/ 5 VH)=g 


dy i dy 今 




Of dH dH df 

dx i dpi dx j dpi 


dH 

百_ 


现在考虑 4 〗显式相关的系统 H = IFix.p., 0,我们有哈密顿方程 

. dH 


+ dlf + 

x = i v 


dx ’ 


以及它的推论 £ 


dll 

dt 


⑼ 


( 10 ) 


特别，如果 f = H = H{x, P) t), 由丁 {VH, VH) = 一 = 0, 则 k = fi = 


( 11 ) 


和显然的等式丨 = L 我们考虑，个扩张的相空间，其坐标为 


x 


， P ， t ， E)' X :中，— 1 = t,p n ^ =E, 并且反称度量为 


9ij 


0 I 
-1 0 


0 


0 1 

-1 0 


10 


( 12 ) 


V 


它对应的形式为 


r mr 

Q = 芝二 dx l A dpi — dt A dE 


(13) 


考虑哈密顿 H{x,p,i,E) = H{x,pA)-E 和梯度系统（哈密顿)，它有形式 


dH QH 


x 


dp dp ， 


P 


dH 

dx 


dH 

dx 


OH 

'dE 


= 1, E 


dH — dH 
dt dt 


(14) 


由这呰方程得出 i 

推论在扩张的相空间>7^，切中，其度量为知(或若 f /)， H . 哈密顿为异= 
Hix.p.t) - E: 则曲面 H = 0 上的哈密顿方程与空问中的原来的哈密顿 
方程再加上关系式纟 dH 


.E 


dt 


相重合. 


如果原来的哈密顿开并不 m 式含有时间卜即# = 0 , 则时间 
环坐标（参见 §31.2) ,并且刘■应的动量 p n+1 - E 守恒， 


^ +1 为循 
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2 . 泊松括号 

定义 34.2 .在如维相空间中的反称度量设为 



其中的两个函数 f{x, P ) mg(x 7 p ) 的泊松括号是指它们的梯度的 内积 : 


{Lg}-(^f^9) = 9 iJ 


a 

dy i dy) 


令 （a 

^ ydx 1 dpi 


Bg_dl 

dx l dpi 


(15) 


其中 （▽/)<= #暴 7 等等. 

我们有下面的 定理： 

定理 34.1. 泊松括号有下列性质： 

!) {/ ? P> ^ —{5 ，/}， {A/i + 9} = + fMh ， g}' 

其中 A ,/ i 为 常数； 

2) {/, {g, ^}} + {h, {/，"H 十 { 仏 {〜/}} = t) (16) 

( 雅可比等 式)； 

3) {fg.h} = f{g,h} +g{f, h}-, (17) 

其 中卩] 为向量场的换位子. 

证明 性质 1) 和 3) 是显然的. 

考虑映射 /^ V / : 由相空间中光滑函数的集合到向量场.其线性性和性质 4) 
表明这个映射为代数的同态：•边是以泊松括号为运算的函数的代数，另一边是以 
通常的换位子为运算的向 fl 场代数，事实上，这是以相同梯度为等价关系的函数类 
的代数到向量场的李代数的一个单同态.因为后面这个代数满足雅可比恒等式，故 
第一个代数也满足.如果我们能证明性质 4), 那么性质2〕便得证， 

存:坐标 ( x y p ) 下我们有 


▽/ = 





我们来汁算这两个向量杨的换位子，我们记得在 §23 中 ； 向量场 X 和 Y 的换 
位子在坐标 V 下由公式 




-嘴 
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运用此等式于換位子{▽/，▽&的第一个: r 坐标，我们有 

lvfva u = (Og\ _ dl d_ (dg\ _ dg_^_ / 3^ dg_^ / a/\ 

’ dpj dx^f \dpi J dx J dpj \dpi / dpj dx^ \ dpi) dx^ dpj \dpi J 

= d ( dg \ dg 0 ( - df 3 ( - dg d ( df \ 
dpj dp' \ dx j ) + dx n dp\ \ dpj ) dx^ dpi \ dpj ) dpj dpi J 

-忐(篆蛊-黑翁 ) = (-▽_，； ' 

在这里我们利用了等式 



对于 p 坐标等式 4 )的证明是类似的.证完， □ 

推论 相空间上的函数 /( ap ) 在泊松括号下构成了李代数. 

我们注意到，由于定理加.1的论断4)，这个李代数同构于在反称度量 .叫 下梯 
度向量场的李代数. 

现在设为任意的反称（非异） 度置； O ^ g ^ dy ^ dyK 我们已用前面的公式 
定义过了泊松括兮 : 

{[S} = 3 ij §^^j (V 此 = 与 ). (IS) 

^ 应满足什么条件才能使光滑函数对丁换位子构成李代数？下面的定理给出了 
回答. 

定理 34.2. 光滑函数关于泊松括号 （ W ) 构成李代数当且仅当形式 f ? 为闭，即 
dQ = 0 . 

证明 只需要验证雅可比恒等式成立+它等价于（参看定理; M ,1 的证明）恒等 
式 


▽{/ ， 5} = -[▽/，▽#■ (19) 

等式 （19) 的左端的形式（第个坐标）为 


▽{/ j } 




d 2 f dg 


<h/dy t dy^ 


Of d 2 9 \ 

dy i dy l dyi) 


右端为 


[V/ ; V.9 ； 


u dg^ dg Of — 士 〆 df dg 

dy l dy^ ^ 


dip dy J 


9 ij 9 


ki 




dy^ By l dy i 


g ji g 


kl 


Of d ，2 g 


dy { dy^dy l 


使它们相等，那么在对取和指标缩减和重新编号之后我们得到 :(19) 等价于 
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鮮 §■ § 的健性，迭个等式等价于下面等式: 




dy 


dy 


dy 1 


对 （20) 乘以 grk 9 pjSql 并利用关系 


9ij 


Qg 3k 

3 y l 


gj^ d ^ 


dy 1 


( 20 ) 


我们得到 f 

^9pq . Og qT 行 ffrp 一八 
"^ 7 十 "^十 'dy^ =U, 

这就是 O 为闭形式的条件.证完. □ 

我们现在来解释如下问题：在什么情形尺一个2阶非异形式 O ( 即仍# 0) 
可以经坐标变换化为典则形式⑺？因为这样的典则形式是闭的，故而形式 D 为闭 
的条件是有这种约化的必要条件.充分性山下面的论断得出，但我们只加引述而不 
证明. 

定理 34.3. (达 布）设口为 2阶微分形式， Af 2 n = nA - A ^^0. 如果形式 
n 为闭，则存在局部坐标 A … ，… 7 知 ； 在此坐标下 U 具有典则 形式： 


O = dx l A dpi. 


假设我们在相空间中给出了哈密顿丑的哈密顿系统 （ S ), 于是沿此系统上任意 
函数/ = f (^ yP ) 的导数有港式 

3 R 


( 21 ) 


特別 ， f •= 


dH 


Vi = {Pi,H} 


d pi … … — J dx \ 

我们称函数 f { x , p ) 为哈密顿系统的积分是说 / 沿哈密顿系统的轨线为常数.那 
么， 由定理 34.1 立即得到 

结论如果函数 f ( x ， p ) 与哈密顿好 交换: {/,//}= 0,则它是此哈密顿系统的 
积分（运动的积分 ) T 哈密顿系统的全部积分函数构成了李代数，而此代数在函数的 
乘积下也是封闭的. 

我们假定哈密顿 H { x , p ) 与吋间显式无关 o . 于是能量五= H { x , p ) 守恒， 

从而哈密顿 H (：^ p ) 的哈密顿系统的所有轨线都位于水平曲面= j ^上设 
/ = /( AP ) 为此系统的积分,{/，丑} = 0. 但由此也有{丑,/} = 0,即 H ( x , p ) 沿哈密 
顿系统 V/ 的轨线上为常值，因此 5 向量场 V/ 切于水平曲面 H { x , p ) - E . 闵为切 
于已知曲面的向量场是全体向量场的李代数的子代数〔参看 §24.1), 故而谈及在所给 
水平能量曲面 H ( x , p ) = E t 哈密顿系统的积分函数的李代数是有意义的. 
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例 34.1. 设拉格朗 n L (^ x ) 是球而对称的+ 止如我 们在前面所看到的，在 
SO (3) 巾的二个单#数了群为三个积分所对应 （动 S 矩积分；)，其中 



M v = L 漂 


= ^Px - 


M ： 


dL 


涵 m yp ^ 


( 22 ) 


其中 L ： ,,L^L-, 为对 )) V : 的线性向量场.换甸话说 t 函数 M v , M z 为由 L 给出的哈 
密顿系统的积分（兩数)+向景场 L ^ h v , U 的换位子有形状 


[L x 5 Ly\ — T^z ? L z ] = bj. , , Jj x ^ = Ly 

由定理的断 S 4) 得出，动量矩的泊松括号由下面公式计算 


(23) 


{ M x , 二 — M z , { My , M z \ 


A / x ，{ M Sj A £；,} = - My . 


(24) 


结论在球面对称系统的相空间卜的函数关于泊松括号构成 T 李 
代数，它同构于李代数 so ⑶. 

例341在开普勒问题中，的哈密顿 H ( x , p ) 的形式为 


叫 P 卜 ^+ R ‘ -<0 

由于球面对称这黾有_飞个动量矩的积分闲数 


(25) 


M - (m M 3 ) = [ x , p \ = 常数 


原来， 在此问题中还有:-:个积分 


(26) 


W = (WuW^W：,) 


上， = 常数 

m J \x 


(27) 


(拉普拉斯龙格-楞茨向量)■我 们来计算泊松括号 { M u Wi } ; { Wi , Wj }. 对此，我们 
要运用下列对函数心叫的泊松表 达式： 


{ 外， M,} = 0, {piyMz} -^3, {pi, M 3 } = 12, {P2, Mi} 

{P2 , } =Pl, {p3, Ml} =P2, {p：i , M 2 } ^ -P! 


P 3 


( 28 ) 


(请验证 1).( 设 r 


l 


x u i = l ,2 ,：)) 我们有 


M = ^2PA - XsP2, 

= 一 ( 仍 Af 3 ，: P3M2) 十 W 2 = — (p3jW! -P1M3) 4 - 年 

vn ] t \ tn ^ 1〆 


x 
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利用定理 34.1 的性质1) ? 3)和公式(24) ? (28) ? 我们得到 


{Mi ， Wi} = — {MU2A/3 十 


rn 




x 


m 


a 


x 


({ M 1 , p 2 } M ^ + { M l 3 M 3 } p 2 - { M \, p ； i } M 2 - { M u M 2 ) pz ) 




二 —— A/2P2 十 pifiVTa — p ： iM 3 ) = 0 , 

m 


{M2, W2} = 一 — P1M3f + a{AIi y 

ta |rr 


a 


— {\M\.pz\Mi — {Mi^M^}p\) + —7{jV/i ? x2} 

-T' 


1 

= — {—P 2 M 1 +piM 2 ) 十 = H’ 3 . 


m 


x 


按同样的方式计算余下的括号 iM i : WA . 我们得到下列泊松括号的表格 



Wi 

w 2 

W：, 

Mi 

0 

w ：i 

-W 2 

m 2 

-^3 

0 

W s 

M；i 

w 2 

-Wi 

0 


(29) 


类似的，然而更加长的计算能够在常值水平能量 H { Xi p ) = E 的条件 K 求出形 
如的两两括号我们有 


n p 

\ W ] 3 W2 } = - 一 M 3 , { W2 . W3 } 


2 E 

{的，^}=—— M 2 . 


= -^ M u 

m 


m 


(30) 


显见，在常值水平能量 H = E 条件 K , 函数 W i : M , 的李代数结构实质上依赖于这 
个水平能量（参看下面的习题 34.3). 

3. 典则变换 

设有哈密顿函数 H ( x , p ) 的任怠哈密顿 系统： 


X 


dll 

dpt 


Pi - 


dti 


dx z 


：y i= 1 , - ,n. 
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,定理 34.4. 对于哈密顿系统，形式 U = Y , dx% A 保持小变，即对 : 了 任意哈 

i=l 

密顿丑= H ( x , p ), 沿向量场 VH 形式的李导数等于零 

h — = U . (31) 

证明为了计箅形式沿向量场 V / f 的导数（即李导数 A = L vn O ), 需要利 

用下面的事实{:见 § 23 . 2 } 


( i?l A n 2 y = J ?1 A + Ui A f?2. 


(32) 


( dx t ) r = d 


(dpiY 


d 


dH 

dpi 

dH 


0 2 I 1 


dpi dx3 


rdx ^ 


d 2 II 

^Pidpj 


dpj . 




dx ^ x ^ 


dx z dp 


故 ifif 



dx l A dpi 



Vidx ^ 


_ 

7 . dx J A dpi 


d 2 H 

^Pidpj 


dpj A dp 


dx ^ A dl . H . dx ^ - dx i A 32 H d Pj 


dx l dx ^ 


dx i dpj 


㈣ 

(34) 


这是冈为外积是反称的，故有此结果+ □ 

推论（刘维尔） （ ip ) 空间中任意 1 K 域的相空间体积对于哈密顿系统保持不变+ 
证明因为亡= 0,敁由〔犯）得到 （ PA ... AJ ?) =0. 根据引理 34.2, 在相空间 
中的体积元恰好是形式自己的^ 贡外积 . 引理得证. □ 

定义 34.3, 称相空间 ( x , p ) 到自身的变换# ： ^ 为典则变换是说，这 

个哈密顿系统保持空间的反称内积不变（即将 J ? 变到 J 7). 

换句话说，典则变换就是反称度量下的运动.由定刹 34.4 知，沿哈密顿 H { x , p ) 
的哈密顿系统的轨线的位移给出了典则变换的单参数群.反之也对.设给出了典则 

变换的任意局部黾参数群^ (. r , p ) = ( x ( t ) Mt )), 并设 X = 学匕 为对应的向量 

at 9t=u 

场.则有 


定理 34*5. 存在局部唯一的光滑哈密顿函数丑卜，办使得向量扬 X 对于它是 
哈密顿的 ； 即有 


X - 
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证明 

我们有 


设在*标0，的下，场 x 为 x = «莰 )， i = 1，… L 考虑时间位移加 


〜： 


/ 4 d 十 A i (x,p)At H- 0(At 2 ) = x fi , 
Pi 一 Pi + Bi(x,p)At + 0(^t 2 ) = p f v 


定理的条件要求保持反称度量不变 


dx n A dp f t = ^ dx l A dpi . 


因而由 


dx fi A d P \ = 十 ( iiA^A 幻八 ( d Pi -h ( dBi ) At .) + G ( At 2 ) 


dx l A dpi + At 


8 A i 

dx ^ 


dx ^ A dp 


3 A i 

Wj 


dpj A dp 


dBj 

Qpj 


dx 1 A dp ^ -h 


dB 4 


rdx 1 A dxP 


， 0 ( At 2 ) 


得到 


^)Ai 

D ㈤ 讀 


0 即 


dA l _ dA^ 

dpj dpi 


2) ^ hdx i A = 0 即 dBi 




dx ^ 


3) TT-^ J ^dpi 


dx ^ 


如果沦 


dxJ dx i 


W 八 咖即 8A 


dpj 


dx ^ 


dpi 


OH 

dpi 


B % 


dH 

dx l 


则上面这些条件成立，反之，由这些条件明、 m 看出 


( x , p ) 


形式 A^dpi - 为全微分（由格林定理)，从而可令 H ( x , p ) = / 卜 Bidx 

A ^ y 定理得证. 口 

注哈密顿 H ( x , p , t ) 对时间的显式依赖性给出了典则变换的单参数族#,然而 
并不是叶群(^ 1+ , 2 ^ ^ o %). 

当 n = 1时，形式 D =也 A 咖的守恒性相当于 ( x , p ) 平面的面积的守恒.因此 
此时典则变换类化为使面积不变的变换类.当 u > 1时，典则变换类小于使体积不 
变的类（可以证明形式 X ? A ■ ， A D 不变时 U 却不是不变的). 

称相空间 （ A ； p ) 的狀 21 ^中的线性典则变换为辛变换（见定义 14.1), 在 n = 1时 
全部辛变换的群同于 5^(2^). 


我们来研究辛变换群的李代数.这个代数中的矩阵为 K 


d 

dt 


A ( t ) 


，其中 A { t ) 


是某个光滑的辛变换族，使乂 (0) = J 2 &按照定理34,5,存在哈密顿 H ( x , p ) 使得 


Ky 


OH dH 
dp ’ dx 
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其中 2 /。 { x ) P ). 不需太复杂便能知道，在此情形下 ，开 ( a _ 是个二次沏 

1 ^ 

^ = - 2^ (〜十 hj^Pj ^ rikjPiVj )- (35) 

ij=l 

对应于这个二次型的对称矩阵为 \^ T B c ) ， A = ( jMi )' B ; fe)，C = (化)，其 
中矩阵 / I 和 C 为对称 + 因而辛变换群的苄代数中的矩阵 K 的形式为 

二 )， C — C T (36) 

于是，辛变換群的李代数同构 T 二次哈密顿 （35) 在泊松括弓卜的李代数.简谐 
振动给出了一次哈密顿的简单例子，其中的开=为频率.闪此也称 

Zm 2 

二次哈密顿为“广义振子”. 

习题 

34.1. 对构形空间（即具坐标1的空间）的向 M 场 X 给予相空间中的函数 
其中 F x ^ p r X \ 证明 { F X , F V } - - F [XiV ^ 

34.2. 设在相空间上的函数/ = f ( x ) 与动量 p 无关.证明 

= d x f- 

34.3. 证明在开普勒问题中，在固定能蛍£下的积分函数 Wi . M 3 的李代数同 
构于： 

a ) 当五 < 0时，如⑷； 

b ) 当五= 0 时， 屮运动群的李代数； 

c ) 当五 > 0时 

34.4 . 设 P f \ dy k 为辛矩阵， X 二 ( X k ) 为向 量场， 验证 g zk X k dy i 为闭 
形式当 _ fl 仅当形式 P 沿向量场 Y 的李导数 为零: =0. 

34 』■设凡 , At 为在第2 小节中定义的动量矩积分』/ 2 = + 

验证 / 

{ M 2 , M x } = { M 2 , M v \ = { M 2 , M z }= 0 . 

3 4 . 6 ■设 M = ( M 1? A / 2 , M 3 ) = [ x y p] t 证明函数 ; Mj 构成了在泊松括号下的 
李代数，这个李代数同构于二维欧氏空间运动群的李代数.(参看习题 U .24) 

34 * 7 •设（阳） = -(9 ji ) 为非异反称矩阵，它给出了 IR 2 n 中的反称内积.证明 
中使此反称内积限制在其上为零的线性子空间的维数不大于^ 
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34*8 -设在具典则坐标的相空间中引进了新坐标义 1 ，…， 
叉'4 …，仏， 使得 Pt = °?^ x \ p 2 ^ v ■■… ，而 x ) 为变 

景的某个光滑函数（设 det / 0) . 证明这个新坐标也是典则的（称 

蚋数 S (^ ; X ) 为典则变换 ( x tP ) ^ ( X , P ) 的生成 過数. 


§35. 曲面的拉格朗曰函数 


1. 轨线把和哈密顿-雅可比方程 

在各种目的中实质 上 要了解的不仅是哈 密顿个 別轨线的性质 ； 而 是整个轨线把 
的性质，更准确地，这个问题的提 法是： 考虑 f = 0时在 2 n 维相空间 ( x , p ) 屮的 n 
维曲面 r = / '其图像为 


Pi = M 工 1 ，… i = … ， n ， 


⑴ 


曲面 r 中的每个点沿具哈密顿 H ( x yPy t ) 的系统的轨线移 
动； 在时刻 i > 0得到 r 位移曲面而 r c = r. 将曲面的 
集合 A 看为扩张/的相空间 ( x 、 p ， t ， K ) 中的 n + l 维曲面 
比较 方便； 点〔: c ⑷⑴，0，五=0给出了曲面 
^ Tt + \ 而在 * = 0的截面为尸，并且它由从 r 出发的全部 
轨线构成.但是，我们需要某种更广的相似空间. 

例如，设 r =几为^ ^邱的曲面（动量为任意；阁3叶 
我们得到作为由所有^ =邱上点出发的轨线把的厂〃 +1 ,在 
t = 0 时曲面 r 。 不是作为函数 P = f ( x ) 的图像，而 t > 0 
时则可以是这样的图像（虽然是局部的). 

定义 35+1. 称在相空间（: c , p ) 中的曲面 r " 为拉格朗 



曰曲面是说对曲面尸 h 


由任意点 Qe _ r ^ 出发的所有曲线 7 7 ( 截尾）作用 S Y Pdi 是只依赖于路径7 
的终点的局部单值函数， ’ 


定义 35,2. 在扩张相空间中的曲面/-+ 1 被称做拉格朗曰曲面是说对 广 十 1 上 
所存从点 Q 为起点的路径了，作用 S = j [pdx — E 也 )( 其中五为曲面 r n+1 上 

的 H ( x fPi f ；)) 是终点的局部单值 闲数， 7 

引理 35.1. 曲面 P (分别地,厂糾）如果为图像趴 = 〗，…小的形式 

〔分別地对 r ^ 1 为 i = 0, h ，、 n !P F J ^ W )= t )， 则它为拉格朗日的当且仅当 


dS { x ) 

dx { 



{Mr n ) 


( 2 ) 
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dS ( x ， t ) ^ OS ( x 9 t ) 

~^~:~^ = Pt TH '… TT. - 


dx i 


dt 


II ( x ， p ， t ) 


(3) 


或者 


dS(Xyt) 

^ m ^ 




(对于 r n + l ) 


证明设 S 为-个局部单值函数 T 因为按定义有 S = Jpdx-H{x^t)dt, 丁是 


得必 =pdx — Hdt . 由此得到 p 


dS 


dx 


H 


f. 反之，如果 p = g -丑 
at ox 


dS 


则 


由格林定理知 S 为局部申-值.证完. 


我们称作用 S ( x , t ) 为轨线把的作用，而称方程 


dS dS 

瓦 + 丑卜石， 


⑷ 


为哈密顿-雅可比方程 k 


得到. 


如果已知函数 s { x , t ), 则曲面 r 叫 由方程 P = ^ 

ax 

tu 的截面 rg 由从 r = r 0 沿哈密顿系统 f 


OS 

'dt 


给出，而它在 


dH 

dp 


的轨线按时间运动 


我们现在给出在相空间 b,；p) 中（或在推广的相空间 ( x ^ E , t ) 的拉格朗曰 

曲面的 M —个定义 

定义 35.3, 称在相空间中 n 维曲面厂为拉格朗日曲面是说它的任意切向量 
的反称内积等于零（即形式 D 在 r 上的限制为零)， 

4 

t 

这个拉格朗日曲面的定义力几何不变，并且并不要求它由光滑函数 
Pi = … ，W) 表示， 

最简单的拉格朗日曲面的形式为 

a) r I0 = {a： = a; 0j 动量为任意 

b) 八。==如，坐标为任意 }. 

敁然 7 在典则变换下，曲面的拉格朗 R 仍变为拉格朗日.譬如变换 x ^ p ^ p ^- x 


有 


A dpi 一 —dpi A dx 1 = dx 1 A dp % = Q t 


这时曲面和/^互換. 

定理 35 .1. 如果由图像内= f i { x ) 给出的曲面在定义助.3的意义下是拉格朗 


曰的，则存在函数 ^㈤ 使得 A = 反之亦然 . 
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证明如果曲面尸由方程内 = fi ( x ) 给出，则形式 D 在/上的限制为 

J ^| i ' = dec 1 A dpi ( x ) = clx 1 A ^— rdx j r 
i ^ 

因 此切厂 =f — II ) 办 〗 a ■如果剐厂三 a 则 g 三这个条件是 

i<j ^ / 

使积分 s ( x ) 二 j x MxW 给出的函数不依于路径的充要条件（格林公式)，从而得 

到了我们的断言 □ 
显然，对于扩张的相空间 ( x , p , E y i ) 成立有类似的命题. 

设 H { x , p ) = H 不显式依赖于于是有 

定理 35.2. 

向量 ▽// 二 沒，一尝)= ( x , p ) 切于曲面 H = E 0 = 常数； 

b ) 向量▽丑与所有切于水平能量好二设的内积为零； 

c ) 任意位于水平能量好(^妁=五 0 h 的 n 维拉格朗 H 曲面在其自身的每 
点上向量 VH 都是它的切向量.特别，当具哈密顿丑的哈密顿系统的轨线与此 
曲面至少有一个公共点时，这个曲面就包含了整个这条轨线. 

证 明向量 C 切于曲面丹=说的充要条件由方程 ^ = 0 ， y = ( XiP ) 给出, 

oy t f 

由此立刻得到 a ). 另外 

化▽丑卜 e 恥 ㈣ = fW ^ = rg = o . 

于是论断 b ) 得 I 正，我们来证明论断 c ) ■设尸为拉格朗日曲面 r (维数为…的点 f r 
整个位 r 水平能量丑 ( ap ) =丑。上 7 并设为曲面 r 在点 _ p 的切空间的 
基. 按照拉格朗口的性质，我们有= o . 考虑在点 p 的向量 ▽//. 由 b ) 得到 

= (M = 1,…， n + 内积 O 非异 ( det (^) ^ 0), 故而▽孖= fi (我们记 

4 

i 

得，内积为零的线性子空间的维数不大于 T 1. 参看习题 34.7). 因此 ，▽丑 切于 r , 这 

对曲面 r 的所有点都 成立. 所以在 r 的每个点上引出的哈密顿丑的轨线都切于它 
(从而表明位于其上).定理得证， D 

推论考虑在水平面 H ( x , p ) = E 0 上的任意 n - 1维拉格朗日曲面.由它 

的每点我们引出在 ( x ， p ) 空间中哈密顿系统的轨线 + 我们假定这样得到的曲面 

是" 维的. 于是这个 n 维曲面 P 便是拉格朗 H 的，并且位于水平能量 说上. 
如果（局部地）曲面 r n 由方程 

Pi=Iiix)= d^ ( 5 ) 
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给出，那么函数 5 0 (^) 满足哈密顿-雅可比截尾方程 


Eo = H 



这时的函数 S(x, t) ; Jpdx ’ Hdt 有形式 


S(x } t) = —E[)t 4 - Sq(x), 


ds 


H 


dS 

dx 


2 , 作为动置的一阶齐次函数的哈密顿情形 

对于动量为一阶齐次的哈密顿函数 H{x,p) 

\p) = XH{x^p ) 7 A > 0 7 


⑹ 


⑺ 


我们应该单独地考虑逸种特殊的哈密顿体系.例如，对在各向同性的介质中的光线 7 
我们有哈密顿 H ( x , V ) = c { x)\pl 这样的哈密顿只在 p^O 有定义，并且只需了解在 
一个水平能量打=(例如私= 1) 时的轨线就够了.其余的轨线可以通过相似变 

叛 V — H — XH(x x ) 得到. 

我们也注意到 7 通常由拉格朗日 A = gij v ^ 得出在度量 Qij { x ) 下的测地线，而 
这个度量对应的哈密顿为 H = g ^ P % Pj , 但是它们也可由哈密顿 H f = 

得到（在水平能量 f / =常数上，对应的哈密顿方程与原来方程以常数因子成比例)+ 
同时也有 H ! [ x » XH , ( x , p ) A >0. 

定理 35,3. 如果（局部的）单参数变换群 R 由哈密顿 H ( x , p ) 得到，而 H ( x , p ) 
满足 H ( x , Xp ) = XB ( x , p),X > 0,于是所有变换 A 保持形式 〆 t = PidT z 不变， 

即余向量 ( p , 0) 沿向量场 (x,p) = (棠，-盖)的李导数等 于零， 

证明 考虑对于小 A (的变换②我们有 


Pz 


Vi 


Pi 


dH 


At iy x 




dH 

dpi 


At , 


dx % --4 dx n + Atd 



这些等式在 0 ( At 2 ) 精度下成立，这是因为（在同样的精度下) 


步厶 = p[ ^=Pi + 

= x H = x % + x l At. 


对于形式 p 也有 


Pidx 


Pi 


At 


dH 


dx 7 


dx 3, 4- Atd 


dH 

dpi 


Pidx % + At 


( S )； 


十 0( △亡 2 ) 
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H 为 pid I 二 d (pi^] - ^-dpi, iiXWl 


dpi 


dp . 


Opi 


Pidx n = pidx 1 + At 


一 (iFI ~h ^ Pi 


m 

On 


0(At 2 ) 


或者 


K 中 / =P 


dH 

dp 


p f dx f = pdx + Atdf 十 0( Ai 2 } 

H = L . 如果 H(x •，入 p ) = AH (： r ; p )， 贝 lj 


因此 ^ p 血 j G ( At 2 )： 这表明李导数 ^( Pdx ) 等于零：即形式 p 心相 对丁时 
间不变+以此可验证并接算余向量场 T = ( T )) 二 （ jn ，… ， p n ，0, … ，0) 沿向量 

「惡 ） 醉导数: ( ㈣ ^， 

时我们有 


dH d 
dx^ ^ dx^ 




类似地，对于 j = n + 1, …， 2rt 有 

/r 8 X l 8 { 3 H \ 

(L ^ Th=pl ^ = ^A pl ofJ 


- f—■ 


定理证毕. 口 

定义 35.4, 称相空间中曲面 r 为拉格朗日圆锥 曲面是说形式 P 也 在曲面 r 
上的限制恒等于零> 

由定理 35.3 得到 

推论满足 H { x ,\ p ) - \ H { x , p ) 的哈密顿系统保持拉格朗日圆锥曲面类不变. 
曲面= .7：0,动量为任意）是圆锥的，这是因为在其上 pcfr = 0.另一方面 
r pn (p = Po / t >, 坐标为任意）则不是圆锥的 {pdx • Q )■ 

对任意满足关系 H ( x 7 Xp )^ XH ( x , p ) 的哈密顿，其曲面与从一个点出发的 
重要轨线把有关.考虑在 r % 内的 （n - 1) 维曲面开= A >; 我们以6-- 1 表示这个 
n - l 维的曲面.考虑所有起点只在 5- r 1 中的轨线+在仟意时刻，> 0我们得到了 
曲面 s -- l ( t ). 
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定义 35.5. 称相空间的曲面 〜 在 x 空间上的投影为在时刻 t >0 时对 
于由点抑 ， 当 f = t 。 时出发的轨线把的波前（这里的 sx rl ( t ) 的投影是在 x 空 
间中的^ - 1维曲面，它依赖于时间 0. 

S 然，在时刻 （ = 0曲面^空间的投影是 
个点 由定义 t 

对于波前曲面成立“惠更斯原理”，它断言在^1 > io > 

0时可以由在时刻 b 的波前面得到在时刻匕的波前面 I 原 
来，为此需要取在〖=时的波前，然后以它的所有的点 
为中心（或起点）需要再考虑对应于时间 t : - t 0 的波前 
曲面.包括所有这些曲面的曲面便是在时刻 h 的波前（图 
36). 

现在设有一个任意的拉格朗日圆锥曲面 r ' 即使得 
pdx \ pr , = 0成立的曲面. 

引理 35.2. 拉格朗 R 圆锥面在, r 空间中的投影的维数 1. 

证明 r 上的切向量的^分量与线性关系 p 也= 0相关联.所以在投影上切空 
间的维数不超过 n - 1. 引理得证， □ 

因此，曲面甚至不能局部表示为图像朽- fi ( x ) 的形式，也不与函数 S ( x ) 
有所关联.故而我们像对所分析的曲面的例子那样，在中挑出 H ( x . p ) = E 0 
的那 '部分，记之为^ 1 .根据引理35,2,我们从沪- 1 引出轨线把，并得到拉格朗 
日曲面> = U 它位丁水平曲面中，整体由轨线组成. 

— c»<t <00 

曲面已局部地有形状 a = 对于函数我们则有哈密顿-雅可比截 

尾方程 

E 、 产 H 

如果哈密顿不显式依赖于时间，则可以做成这个运算. 

因为曲面尸”是拉格朗日圆锥的，故形式 P 办在等于零，因此这个形式 
也在每个曲^，- 1 ⑷ 上等亍 零（由定理 35.3). 故给出拉格朗日曲面的函数 

So ( P )= [ pdx 在曲面 S n D 上为常数，其中 i 为任意.另外，尸"位于水平能量 

JPo 一 

开=五。上. 故 E 0 = H ( x ， 尝) + 

这样，水平曲面&⑻=常数恰好与曲面沪 - 1 ⑴在 r 空间的投影重合.于是我 
们已经证明了 

定理 35*4* 水平曲面 ^ o ( x ) =常数同于波前曲面（即同于浐 - 1 ⑷在^空间 
中的投影)，其中心为上面所定义的截尾作用函数乂. 


dS 0 ( x ) 

Qx 


⑻ 




习题 

35.1. 设在相空间 中 给出了 n 个独立 的阐数 它们两 
两交换: { A ,/ j } = 0. 证明在 中由 方程组 /i = 0,.*- ，/ n - 0 所给出的曲面是拉 
格朗口的. 


§36. 测地方程的二阶变分 

1. 二阶变分公式 

我们在§31中曾导出了欧拉 

SS dL 
Sx i dx l 

这是从泛函 


-- 拉格朗日方程 


£ (dL 
dt \ 


) =0 


1,…，几 


⑴ 





L { x ^ x)dt 


( 2 ) 


的极值问题得到的；在起点为 P 终点为 Q 的所有曲线中泛函在某条曲线 7 具 
有极小值的必要条件是 7 满足这个 方程 + 如果曲线 7 = ^( t )} 满足 欧拉 - 拉格 
朗曰方程， 那么如何苹出使此曲线止珂 7 j 能真正取得极小的条件？ 

像我们所知道的，多元函数…使得点 P 为极小值点的必要条件是 


21 

dx i 


， iV ， 


0 2 f 


而在满足上述条件下的充分条件是二次型在点 F 为正定.因此为了 

ox ^ ax 2 

求出列 7 ] 的极小值，其中1满足欧拉-拉格朗日方程，必须计算类似的双线性形式 
的二阶微分（二阶变分） 


8 2 

d \ d^L 


S [7 + M +烊吓 


G ^, r }) = G y { r }^), 


(3) 


其中为向量场，它在曲线 7 (0上给出，并在点7(岣=尸和 7 ( b ) 二 Q 为零_ 
引理 3 6 .1. 如果7 : { x ^ x ^ t )} 满足欧拉-拉格朗日方程，则有公式 


AM 


d 2 S[^y 十十 pr }] 
dXdfi 





⑷ 


其中 


Ji：^ j 






d 2 L 


dx % dx ^ 




(5) 
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第五章变分法原理 


证明利用-•阶变分公式（参看 § 31 ) 我们有 


d 2 S[-f + -t- "v] 

dXdfi 


A-i ： 


d f d … v . t 

石(而河 7+A ( +wi 


o 


入 =0 


0 


d\ 


QL d OL 

() y i di dy l 


if dt 


A =^() 


其中如 .） == L ( y , ij ). 像仵 定理 31 _ 1 的证明 同样的 处理，我们得到 



b 


d 


d\ 



d_dL 
dt dy ^ 


dM ^ 


A=^(l 




k 




dy k 


dy k 


rfdt , 




其中 


Mi^Mi{y,y y y) 


8 L d dh dh d 2 L 


dy l di dy z dy i dy ^ dy 


~iy J 


d 2 L 


dipdy 


nV j 


©式的计算导出卜面的结果 

^ 2 5S7 + Ae + H 

dXdfi 


b 


f)2t / J2 r 


dx i dx - 1 


dx % dx^ 


d ( d 2 L 


dt V dx { dx j 


r ? 


； 


d 2 L 


dx l dx^ 




引理得证. □ 

定义 36 . 1 . 引理中作用于沿曲线 7 的向量场卽）的线性算子 J = ( J tj ) 被称 
为雅可比算子. 

我们只绐出欧拉拉格朗 H 方程为测地方程吋的例子.此吋适当选取的作用为 


b 


S 


2 


gijX l x^dt 


⑹ 


(并不是长度丨=/居管它们有相同的极值线).有下面定理. 


•b 


定理 36 . 1 * 



gij x l x ^ dt 及任意测地线7 : = ^{ i ), 双线性形式 


Gy(tv) 


0 2 5[7 + + m 

DXdfi 


的形状为 




Gy ^ v ) •二一 I (vte + 分杪 


⑺ 


或荇 


其中 


b 


G 此 / if ] 


(J^7])dt y 


⑻ 


(财 = v!r + iW 心 


⑻ 


R ) kl 为曲率张量/为沿测地线 7 的自然参数. 
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证明对丁拉格朗 H L = 的 阶 变分为（参见§叫 

A 外 + A^I = - f\x k + r^^)g hl ^dt 

\=0 Ja 

~ ~ J 〈▽土士,0也 

因此： 

^9|7 + A ^ + W ]|_ =~~ 1 〈▽一，叫 a= 。 

f l Cl 

=- J {{ y ^ rrX , Ti ) dt + { V ± x , V e r])}dt 

(这里的 y ( i )= x ( t )^ Xm )- 由于测地线方程为 VW = 0,故积分号内的第二项在曲 
线7为零 t 錢第一项 ‘我们有 

V ^ V^r = R ( x ^), 

(因为联络的对称性).最后得出 

v e v^ = v^f + ^o^ 5 

从而给出了定理. 口 

例 3 &1. 考虑二维情形.在测地线7〔0附近引进特别的坐标系= 

尤二工 2 , 使得 

a) 曲线 ( x ,0) 自身即测 地线# 为自然 参数； 

b) 坐标 y 与测地线正交，这时 

这时对于的双线性形式 G ^ rj ) 有形式 

ha 一 j : 糊 e ) 喊 (10〕 

其中 ^( t ),7]{ t ) 交于 y { t ), K 为髙斯曲率 ,( 为确信于此，必须在 Gy ^. r ]) 的一般公 
式屮代人关系式 VUO = (( 其正确性可由在 7上成立得到）并考虑到 
^1212 - K (参看§31. 3 ).)我们注意到，如果向量场中至少有一个与切向量土⑴以常 
数因子成比例，则会有 G\(f,^) = 0 + 

注二阶变分公式可以被推广到“间断向 里场' 这时导数可以有间断点. 
习题 36.1, 证明在间断向 M 场的情形下，双线性形式 G 也 v ) 具形式 

r 

- ^ pjy ± o ) - f { Ji , r])du (n) 

Pi 人 

其中 Ap(V^) 为在点 P 这个协变导数的跃变，而取和足对 VK 的所冇间断点进行 

的. 




+ 266 * 


第迅章变分法原理 


2 . 共轭点和极小性条件 

我们假定度量阳是黎曼的.测地线的极小性条件由二次耶 G 7 ( CO 在向量场 
上的止定性，以及这些向暈场在测地线7的终点为零构成.我们首先来解释何时双 
线性形式 G y (^ V ) 非异. 

定义 36 , 2 ,称沿从 P 到 Q 的极值曲线 7 的向量场€是雅可比向量场是说，它 
是雅可比方程 的解: # = 1 R ， 在端点 P 和 Q 为零. 特别，对于所研究的情形 
5 = ■/以，朴屯我们有 


Ji = = 0 , 4 = 1 , 


( 12 ) 


定义 36.3. 称点 P 和 Q 为沿从 P 到 Q 的测地线7共轭的是说，存在非零的 
沿曲线7的雅可比向 M 场$ 

引理 36,2. 双线性形式 G ^ V ) 为非异.当 且仅当 测地线 7 的端点 P 和 Q 不 
是沿7共轭的. 

证明 我们记得 ： 称双线件形式 G 也 V ) 为非异是说，如果不存在那样的向量 
场，使得对任意的 " 符 G y (^ V )=0 (这里的向场7?在端点 P 和 Q 化为零).如 
果向量场 f 是雅可比的，则按照定理36山对任意77均有 ^ (^77)-0. 反之，设形式 
0 7 在向童场 f 退化 J 卩 0^,7}) 对任意77为零考虑〜其中的函数 a { t ) 
非负并且在端点（即当 t = a mt = b ) 为岑 .于是由二阶变分公式得到 

^ 7 ( 4 ^) = - J = 0 

由此得到# = 0( 这是因为 a ⑴是任意的，而度量是黎曼的).因此端点为共轭，引 
理得证 T □ 

我们现在证明极小性的一个重要的必要条件. 

定理 36,2. 如果从点 P 到点 Q 的测地线1包含 f 其上的一对共轭点 P \ Q \ 
则此测地线7不是极小. 

证明 （巧 Q 沿7不共轭的情形; K 这时双线性形式 G ^ n ) 

非异. 故而对于极小测地线二次型 G 拟) 应该为正定 :如果 f 
不恒为零，则 C 7 (^O>0. 我们来证明，当存在共轭点时这个 
要求不满足.设$为对应于点 P f , Q f 的雅 hX 比场.我们来构造 F 
和 Q 之间的“间断场”《：在 P 和 W 之间等 T f ,而在曲线段 
P f Q ! 外为零（图 37). 于足由公式 (U) r 

= o . If } 

这与形式 Gi 的正定件矛盾.定理得证. t 




. 测地方程的二阶变分 


*28 


定理 36*3. 在充分小的测地线的长度范围内，在所有连接相同两点的光滑曲 

线中，作用泛函 S [ 7 ] 给出了极小1因此每条充分短的测地线局部地实现了两点 
之间的距离. 

证明测地线 7(0 的极小性条件为二次型 GKX ) 在端点为0的所有向量场 f 
上为正定.由公式 （ S ) 


b 




t [{ v ^ v ± o - ( R ( x , 


[( ▽士 HO — 



(分部积分，并考虑等式 e ( a ) = f (6) 二 0). 財于充分小的长度区间 AL 成立估值 


<c( 、 Al) ▽ 土 C)dt 


(13) 


其中 c(Al) 为某个以度 :1 :如和长度以表示的常数 ； 同时 c(Al) 当厶 i — Q 时趋向 
于零.因为 



(▽U ， K〉dt > 0, 


由此得到了我们的论断. 


习题 

36.2* 证明不等式 (13). 

(提示：如果 <⑷ ㈤ = 0,则|$ <常数 max | VJ | At 其中 A ； = ^ - o \.) 

t A LI I ^ 


第六章高维变分问题.场及几何不变量 


§37,最简单的高维变分问题 

1. 欧拉-拉格朗日方程 

考虑在欧氏空间脱"中的区域其中具有欧氏坐标而区域 d 
具有光滑（或逐段光滑）的边界 mj ， 又考虑在乃匕的光滑向景值函数的线性空间 
F : F ^{ f ( x \-- y x^)\f = ( f ] r ■- ，产)}.称「乂:域乃为变量工 Vi , ，#的定义域，设 
L { x l \ p ^-, qf ) 为二组变量的光滑函数 ^ a ^ k ; 称函 

数 L 为拉格朗心并构造定义在 P 」:的泛函 

m = f L { x \ fix % /- ( x ^) dx 1 A • ■ ■ A dx ^, 

D 

其中 I 表示在 n 维区域 D 上的重积分 i—j (为简单起见，我们假定区域 D 在 

b d 

『中有界）， dx 1 八 ■ ■ ， Adx n = d n t 为 R n 中的 n 维体积 形式; (^) = 

简短地我们 Ui M/] = / f 行 ' f ) d n x . 

n 

最简笮的 情形: n -= 1 (-维变分问题）已在前面考虑过了：例如弧长函数/(7)= 

广 vW*V 成路抒7⑴上的作用泛函 S ( j ) = f 它定义在黎曼 

Jo 

空间中的分段光滑曲线 7(i) = (V ⑴,…上. 

在这一章里我们的兴趣存:高维的泛函 w > 1. 最简单的例了是在二维曲面上的 


§ sr . 最简单的高维变分问题 


• 29] • 


面积泛函= jj VEG - F^dxdy, 艿中 C M 2 (x,y) 为参数 x， V 变动的区域; 

二 ( u J ( x , y ) t u 2 ( x ) y ), u 3 ( x f y )) 为在， R 3, ( u l t u 2 , u 3 ) 中的曲面，其诱导度量为 
dl 2 - Edx 2 + 2 Fdxdy 4- Gdy ' 2 [参看 §7.3). 


L ( x , y ' f ' f x J y ) = L { U ， h ) = ^EG - =々( f x 丄) { f v , f y ) - ( hJ y )、 


我们转向考虑一般形式的泛函. 

考虑“点”/ e _ F(F 为泛函/的定义域)，设77为在 E 域 L 上的光滑有限函数, 
即在乃中的开集（其闭包在 D 中）的外部为零的函数，特別地，可假定在区域 D 的 
边界乃 D 上 〃 = 0, —般地就我们的日的而_互，只要考虑具充分小支集的函数就够了. 
如果对函数 I 有 f + sr ^ F , 我们则称这个函数 v 为函数/的扰动，这里的 s 为小 

参数.现在构造表达式 i ( J [/ +/ [/]) 并取极限（按办便得到函数 


dl[f + 67 }} 

de 


61 

V 


Sfd 


^ 


⑴ 


&然地会把它叫做“泛函/在点/按方向的导数 '⑴ 屮定义的向量 
被称做泛函 /[/] 的变分导數. 


81 

Tf - 



定义 37.1. 称函数九 e P 是对泛函/的定常(或者极值 5 或者判别）函数是说 


有三 0 ,即对任意 V = 6 f 使 的冇限扰动表迖式⑴为 0. 
我们对导数^进行分析和研究. 


A[ lf] = J +^)~ L(x' 产 }]d TL x. 

D 

展开被积衷达式为泰勒级数，我们得到 



k 


dL 




J 




d n x 

o ( e ) d n x . 
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进行分部积分.我们得到 


n 


Ai[/j = 5 



D 


3 ( dL 

OtJ V df^j 


k 


7]^ \ dJ^x + € 



D 


dL ^ a { dL 

d f ^ h ： dxj \ Q f ^ 


r ^ d^x + 



o{e)d n x. 


D 


在第 个积 分中，对变量 

分中分离出来.我们有 


的积分可以从对其余变量 A …方,…，，的积 



d f dL 


D 


OxJ V df ^ 


rf 1 d n x 


? j ， …， 



Q 


d / dL 


尸如 \ df ^ 


ri <x 


dr^x 


d n 


dx 1 A • - • A dx^ 八… A dx TL ). 在内层的积 


( P 和 Q 依赖于 w 1 ， " _ ， ㊉ ，… 〆 1 

分 f: 对变置…，护，…，，可以看作是对参数的积分，故有 


0 / dL 


D 


&r j V ^/5 


rf 


d r 



如，… ，: 


• dL 以 





Q 


P- 




三 0 


这是因 rf{Q) ^ r}^{P) = 0 (参看前面)_因此 


k 


△/[/] = S 



D 


dL 

W ° 


iz^(4^r)rd-x+ ! o(,)d-x 


dx 3 




D 


因此，因为 iim / o(e)d n x - 0 ; 便有 


o 


D 


Sl{f] dL ^ d f 3L 

~ Sf ^ = \ df ^ 


( 2 ) 


如果 foEF 为对 /[/] 的定常（极值）函数 ； 则对任意有限扰动7?满足恒等式 



D 


dL 

W 


E 


8 f dL 


dx ^ V 


d n x = 0, 


f=fo 


于是 


ST [ f ] ^ dL 

^ W ~ dJ § 


^ a / dL 

\ W ^ 


0 ( l ^ a ^ Jc ). 


⑶ 


称微分方稃组 （ 3 ) 为对泛函/的欧拉-拉格朗日方程组， 

把前面的结果写成定理的形式. 

定理 37 . 1 , 函数几 G F 对泛函 /[/] 为定常的充要条件是它满足欧拉 
朗 R 方程组⑶+ 


拉格 


§37, 最简单的高维变分问题 
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2. 能量-动最张量 

我们考虑形如 /[/] = / L ( JM ^ x 的泛函，其中的拉格朗日函数 l 不显式 

JU 

地含有变量极值函数/ (被说成是该“系统的 运动” 为欧拉-拉格朗日 
方程组的解，此方程组为 



⑷ 


像在力学中按照能量守恒定律处理问题那样我们来进行类似的处理，我们来处 
理下面的 变换： 


= di ^ df ^ dL d ( j ^) 
dx 1 df ^ dx l dx % 


在这里代人 （4) 得到 

0 L = ^_ ( dL \ dr , 礼 d ( f ^) 
dx i dx ^ \ df ^ j ) dx i df ^ dxP 


因为 


= 


d 2 f €k 

dx i dx ^ 


—7(/3), 则 


恙 4( 卷) f 彔.，以卷4 


同时恙 



8 L 

dx ^ 


因此 


即 

引人记号 

于是关系 （5) 有形式 



(5) 


⑹ 


⑺ 


这个方稈®味着在整个区域 X )上，张量 （ if ) 的发散量等于零， 

注在欧氏坐标下张量的上与下指标没有 E 別.而在伪欧氏空间中，如其度量为 
9 ij , 则可以定义张量2^为 


Tij = 9jlfx^ 


dL 


— Sij ^ — 9il^i - 


( 8 ) 


定义 37*2, 称张量 r / 为所给系统的能量-动量张量(具拉格朗日 L ( fJ xj )). 
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方程 g = 0并不唯一确定能量-动量张量.事实上，由公式作）或 （ s ) 定义 

的张垦#可以附加上形如 备奶 1 的张量和，其中鈔 f 为任意对指标: M 为反称的 
张量.于是显然地,新张量 于卜 Ti + 舊 也满足关系式（7)，其原因是= 0. 

一般说来，上面所定义的张量不是对称的，但是如果以方程 （7) 的观点考虑 
它 ； 则可以借助于加上相应反称（对的形如张量町以把它做成为 

i 

对称的（并保持 （7) 不变).（只需要求使 张量# ; 对为反称就可以了，即要使张 
量知 对所有指标为反称 1) 作为对称张量的能 fl _ - 动量张量，其唯一性的定义在某 
挫物理问题中起了特別的作用 [:参 看下面 

在；5面的能量-动置张量概念的基本应用集中在四维伪欧氏空间中的变分问 
题，特别是闵可夫斯基空间辦，其坐标为而/与 * (时间）成比例，而 
x 1 . x 2 , x 3 为空间的坐标， 

引进具拉 格朗日 L 的动量系统的4维向量.为此我们要用到能量-动量张董 

设办\ = ~ e , jmk dx ^ A dxJ Adx m 是在 3 维超平面坐标下的标准形式 （参看 >』题 
26.2), 

定义 37.3, 称向 M P =(尸0,尸1,尸2,巧）为具拉格朗 □ L 的动量4元向量（具 
下指标)是说其中 

只 J T^dS k .二 X J TfdS 0 , 2 = 0 丄 2 , 3 ; 久为常数 . 

常数 = 常数 

(在这里我们用到丫 ：如& # 0,则形式在超平面,邱=常值的限制等于零 .） 

注按照类似于（ 3 1. 7 )的能量公式，分鲎 r 〗 = p^~—L 应被看成是能量 

af 1 

密度(这里的。■”表示对 W d 的导 数). 因此 ( d 3 x - dx ： A dx 2 A dx ^) 

为系统的总 能量. 然而我们由定义 37.3, 对于时间 分量几 有下面的表达 式：尸 。二 
\ J 通常令 A = 于是分量巧与系统的总能量相同，只差一个因子 1 /c 

，=常数 

(如同相对论的质点的动量4元向量一见 §32), 

命题 37.1. 条件^ = 0等价于动量向量 P 的守恒条件_ 

证明我们将假定，所考虑的欧拉拉格朗□方程的解，即向量场/ 7 在一个足 
够大的三维空间中的球外为零（或者比 1/ r 2 还要快地趋向丁 0,其中 
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—= ( V ) 2 + ( P ) 2 + ( x 3 ) 2 ). 我们考虑在 W 可夫斯基空间中的柱面 G 其底面为 
和乃 27 分别由方程/ = 4和/ = 4给出，而半径只足够大.设 / J 为柱的侧曲面. 


由条件 

故而 


OT ^ 

dx k 


0和斯托克斯公式得到对每个 i 都有 j ^ TfdSk 二 i } (参看习题 26,2) 



_j + 

Di U 


I yifds.i 


G 


在侧曲面 t 的积分可以不予考虑（当柱的半径丑趋向无穷大时它趋向零)，当月 
我们得到 


— oo 




2 fdS t 


T ^ dS k -啡与). 




CJ _ 

一山2 


命题得证< 


dv ^- 1 


引理 37.1. 系统的动 S 向量在 Tf 到 f 卜 T t h + 的变换下不变，其中 


的 V ，尸为对反称的向量. 


证明 分量巧有形式 A 


lfdS k ) 因此，需要证明 


^常数 


d ^ bf 1 

1 V 

dx l 


dS k = 0_由于喊 1 


对于 fc ，/ 的反对称性，我们有 





S 


右端的积分形状是/如其中％⑺为在三维曲面^ ： ^0 =常数 il 的一个二次形 

S 

式. 由斯托克斯公式 Jdjp ^ 其中狀为在$巾的二维闭曲面（“离开无穷 

s as 

远处”的边界)，然后，假定分量必 f 以充分快的速度“在无穷远处”趋向于零，那么 
我们便得到= 0+引理得证. □ 

OS 

如果我们有一个系统，其拉格朗日为 L ， 那么它的能量-动量张 a = g^Tf 

在所感兴趣的物理例子中，町以被做成对称的张量而不改变动量.现在设张量 
为对称. 

由张 M rA 的对称忤，我们推导出被称做的“动量矩守恒定律”. 


. 296 - 


第六聿 # 維变分问理.场及几何不变量 


定义 37.4. 称张董 

M ik = [ — x k dP i ) ^ 


为动量矩. 

这个积分是在三维 M 域 6 T 上进 行的.这个公式是对§32中质点组所计算的经典 
动量矩公式 

M zk = ^2 / { P k x i - P ^.^) 

的自然推广，X:中取和是对系统中的所有质点的. 

引理 37.2, 如果能量-动量张量 r* 为对称，则 动童矩 的张量 M ik 守恒 
证明像上面那样，我们应诙证明 

M ik (x}i) - i J(x r T kl - x k T tl )dSi 

与 

M lk { x %) J - x k T il )dSi 

d 2 

相等， 其中乃 i 和 P 2 例如由方程/ = x ^ x ° = x ? 2 给出.由于前面所做的注解及斯 
托克斯公忒就足以让我们相信，在中被积表达式的发散 量府读 等于零 

-x k T u ) = 0 , 

计算此导数，因为张量7^的对称性和方程^ = 0,我们有 

Ox 1 

r\ 

~( x ^ T kl - x k T u ) = T ki - T lk = 0. 

引理得证. □ 

转向髙维变分问题的具体例子. 

3. 电磁场方程 

电磁场方程 （S 克斯韦方程）就是对于泛函作用5 = + S mI 的欧拉 - 

拉格朗 H 方程，我们现在把它们描述出来 . 6、这一项是那样的部分作用，它只由那 
些在电磁场中运动的质点（电荷）所决定（即心是在没有场的情形下质点的作用). 

通常这个作用是这样确定的：= -^mc fdl , 其中的和取遍所有在场中运动的 

J a 

①更池确地说、如果能最-动量张盘对称> 则普通物理7定义的动曾矩守 tM 可化为上而提及的 
宜观公式. 


j (x^ 1 - x k T il )dSi 
〜常数 
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质点， m 为质点的质量， c 力光速,积分 J b dl 则沿着两个固定事件之间的在^中的 
世 界线： 质点在时刻所处的初始位置和终止位置;丨为弧长，这个作用可以表示 
成三维形式：心= f \ dt 7 其中为拉格朗 H 函数： [=■ —mcVH/ c V， 为三 
维速度（参看 §32). 


S mf 这-项是那种部分作用，它由场中质点相互作用产生的.通常这作用是这 


样决定的： S m/ = 


( J ) 


这里的和取遍有具 电荷％ 的质点乂积分则跑 


过质点的世界线（就像前面的那些积分一样 ). 4元向量 （4) 刻画了这个场的特征， 
通常称它为 4 元势能；它的分量耒依赖于时间和空间坐标.在的积分中，向量 
( Ai ) 的值是在质点 j 的世界线上被赋值的，并沿此曲线进行积分.以它与电磁场相 
互作用的观点看， 质点 j 的性质只被一个参数决定，即电荷 e,， 它包含于作用 
中，因此对干电磁场巾的电荷，作用、+心/的形式为 


f b £ 

J (~mcdl - - A k dx k }^ 


这一项是那样的部分作用，它只依赖于场自身的 性质； 换句话说 ，心 是在无 
电荷时场的作用.如果我们只对电荷在所给电磁场中的运动有兴趣，那 么项心 则不 
是实质性的 7 但是只要我们提出求由此场决定的方程这些问题时，这一项则是木质 
的 r . 

我们记得，4元向量 （ W ) 的三个空间分量 ( A ^ A 2 y A ^) 构成了…个二维向量次 
它称做场的向量势能.时间分量有 形式# 二 a 这里的实函数 p 称做场的标量 
势能.这里的指标可用闵可夫斯基度量将其下降. 

I 

♦ 

我们还记得，向量 E = - i ~~ grad ^ 叫做电场强度（这是个三维向量)，另外 

称三维向量 H = rot A (按定义）为磁场强度，称 E _ 0 ，H = 0的电磁场为电场 ； 而 
称 E = 0, H ^ 0时为磁场. 

像通常那样，以〜 = 表示电磁场 张量. 于是作用々(见前面）的样 

子是 

S f= a J - H 2 )d A x, 

其中 / f 2 == = ( E ; E ) 3 维向贵的平方标量#为某个 常数， 积分遍历整 

个空间坐标，从而在整个三维空间上，而变量/ (与时间成比例）取在两个固定的时 
刻 之间. 我们记得增= F ik F ^ = 2 ( fP - E 2 )[ F lk 为反称张量).常数通常取为 
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1 

16 c 7 t 


* 于是 


6 >/ 2 (妒-五 W i 

因此 7 对只奋电荷的电场的整个作用 s 为 

5 = -Z / ^ii-}2j - c A ^ k -士 / ⑼ 

到现在为止，我们把电荷看作是点状的，但常常方便地将电荷假设为在整个空 
间上为连续分布的状态.如果 p 为电荷密度：干是为在体积 ay = 上所具 
有的电荷（在二维空间中)， p 与 . z 1 ^ 2 ^ 3 和时间 （ 相关. 

考虑电荷在中的世界线，它被时间 t 所参 数化: / = ct , x a =^( t ), a ^- 1,2 ; 3, 
/ \ _ 

且设 ( ^ J 为电荷的速度4元向量.于是称4元向量 （/) 为电波4元向量，其中 

dx i 

J = P ^ t ' 

这个 4 元向 m 的三个空间的坐标 j \ j \ f 构成 r 通常二 1维电流向量 j -^ v ， 其 
中 v 为所给点上的电荷速度，分 M ： / 等 r 印.通过直接计算可证明，在三维电流向 
暈浐中的作用可表示为 

S^-Y^jmcdl-^J A^x - ‘ / 心、 

(清验证 !). 

现在转向求场的方程，这时我们假定已经知道了电荷的运动.这表明在推导欧 
拉方程时，变分只需在位势场中进行（即位势4元向量 Aj ) 就可以了 + 

因此，因为电荷的轨线无变差，即姑 ,, i = 0,但在 S m/ 这一项中也不应对电流夕 

I 

进行变分，这是因为/ = p ^. 我们从而有 

at 


6S = 6 ( s ^f + s f ) = ~ [ (^ 5Ai 


1 


16 ctt 


鹏) d 4 


c 




d 


4 


0 


因为 


dA k 

dx 


dAj 


, 于是 


一 /HX 叫盩 -諉)卜 



c ( c 


8 tt dx 1 


(SA k ) 


pi 


k 


d 


Sn dx k 


(SAi) > d 4 x 
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由于 = 则 









叫 & 


用分部积分对第二项积分，则变为 


6S = ~ C 




1 3 F ik 1 - 1 r Q 

+ 4^^ a^r \ dx ^^~ c J _ 仏 'ds、. 


在后面的项中积分是在四维 K 域的边界上进行的，这时在空间坐标下此区域的 
边界是“无 限的' 但在其 f ?. 场为零（故而 E (0; 时间的边界为两个固定的时刻 
tuh ； 在这些点上势能的变分 {5 A ,} 为零+ 


于是，最后面的这--项为零.所以 



1 1 \ 

c j ^^^) 6Aid " X - {} - 由 变差 


的任意性，故有 


dF %k 

dx k 


4 ?r 


⑽ 


这是欧拉-拉格朗日方程，它是由作用^对位势场的变分所得 到的. 我们用三 
维形式来写出所得到的四个方程 (i = 0,1,2, 3). 回忆张量的显式 表示： 


( F ik ) 


0 


— E v 

- E z 

E x 

0 


H y 

Ey 

H z 

0 

-扎 

E z 

_H y 

H x 

0 


(在坐标 . r G = ct , x v 
(当〗= 1) 有形式 


= y〆 = z 下写出的张量，参看 §21). 那么，第一个方程 


1 dF 10 dF 11 8 F 12 OF 13 
c dt ^ dx ^ dy ^ dz 


4 ?r 




由此 


dti x dHy idE x 

dy dz c dt 


4 ?r 

7^. 对 / = 2 , 3 的方程有类似的变化，最后给出了 

C -* 


ro tH = I ^ + ^ 

c at c 


( 11 ) 


第零个方程（当2 = 0) 给出 


OE x 

Sx 


dE v dE z 

dy dz 


4 ?r 


cp 


即 


div E = 4np. 


(11') 
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方程 (11),(110 构成了第二对麦克斯韦方程.回彳乙第一对麦克斯韦方程是 


rot E 


10 H 


: m ， 


div H = a 


(12) 

(120 


方程 （11) 一 (12) 定义了电磁场，从而是基础电磁场方程. 

我们现在在没有电荷的条件下，求出电磁场的能量-动量张量的显式表达.作 

用心的形式为 一 UF ^ k d 4 x , 故而以第2小节的术语表示时，在这一节中的阴数 
L 为 


L 






dA 

dxi 


2 


在这里势能分量4起了第2小节中量户的作用.于是由能量 
定义，我们得到了 

dAi 


动量张量 ( Jf ) 的 


我们来求 


dL 


d 


dA { 

dx k 




dL 


dx { dA t 


SfL . 


dx k 


• 为此来计算微分 dL ， 我们有 


于是 


dL 


dL = -— F kl 

Sire 


m MA k 


i 


8ttc 


F ki d 


4 ttc 


F kl d 


dx k 
dAi 
dx k 

dx k ' 


d 


dx l 


F kl d 


d 


dAi 

dx ^ 


Aire 


F k \ 因此 


dA k 

dx l 




dAi 


4ttc dx 


rF ki + 


16 ?rc 


SfF hn F ' 


用闵可夫斯基度量^ = 提升指标 i ， 我们得到 


T 


9 im dAi pkl 

Atvc dx 771 


16 丌 f : 


9 ik F lm F l 


所得到的这个能量-动量张量目前还不对称，在前面我们需提出过一个办法来消 
去张量的反称部分，把这个办法用到现在的情形时，我们在中加人形如 
1 dA^ 

^ r c ^ Fkl 的和，它可以被表不为〔见前面).事实上；因为在没有电荷 
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(j = ( f ) = 0) 时的麦克斯韦方程，有 


0F ki 

dx l 


= 0，故 


OA { - kl Q / Airikl , Ai dF kl d f AiL ' kl 、 
o^ F - o^ (A F ^ = 湿 

(像在第 2 小节所 证明的 7 量 ^ g {¥ kl ) 可以加到能量-动置张量上而不改变系统的 
动量向量 


因为 


dAj 

dx j 


dAj 

dx l 


F U 、 故最后我们得到了电磁场的对称的能量-动量张量: 


T ik = \ g ik F hn F lm ). (13) 

4ttc 4 

习题 37.1. 设电荷密度 p 等于零，电磁场人势向量依赖亍一个变量 z 并有形 
式 ct；M = u , m 如果木(⑷为光滑函数^当所有^的模有公共的常数上界 
时，则电磁场的所有代数不变量（特征值）恒等于零（证 明!》 这是电磁波沿 I 轴传 
播的情形， 

4 , 引力场方程 

设在闵可夫斯基空间 M 4 中度量为 9ij , q k 为与此度量相容的对称联络.以 

表示 M 4 中的坐标.在物理学中， M 4 中的长度元的平方出 2 等同于引力 
场，沿 2 = g tj dx i dx j , g tj = g n . 设沒= det (你) . 在惯性参照系中 ； 当利用欧氏空间坐标 
= x , x 2 ~ y , x 3 = z 及时间坐标: r 0 = d 时，我们得到了 dZ 2 = ( dx 0 ) 2 — ( dx 1 ) 2 — 
( dx 2 f - { dx ^ f (我们记得这种坐标叫做伪欧氏的)-引进/这种坐标的这个时空空 
间被称 做平坦空间. 

一般讲，我们将在 M 4 中考虑变化的伪黎曼度董（常称这样的时空空间为 
弯曲空间， 以和 T 坦的加以 K 别).当然，在每个特 定点种 e M 4 上可以化的(仰）为 
对角形，这是经过在点吻的某个邻域内相应的坐标变换完成的.在化为对角形后， 
度量张量的矩阵（阳）有一个正的， 二 :个负的特征值，因此 g = det (^) < 0. 

设 d /? = ^ gd 4 x 是标准的4元体积形式.以 E } jkl 表示黎 曼曲率张量， 它由与 
跔相容的仿射联络构造的 . 我们记得在§30中，当降低张量丑乂 的上 指标后 
得到下面通过阳和度量张量的导数来表示 Ri jk { 的显式 公式： 


只 ifdm 


I ( ^ 2 9 im 0 2 9ki _ d 2 gu — d 2 g km \ 

2 、加 dx i dx ni dx k dx m dx i dx i ) 

- / M ). 


对于里 奇张量 如心 我们容易得到下面的表达式 


Rik 


orL ori 


3x l dx k 


I 

l t ril j~ftn r^rrt- t~\1 
T ^ 1 ik i Irn ~ f il 1 k 
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(请验证 !)- 我们也已知道，标量曲率只就是 F 面的不变 





对于引力场的爱因斯坦方程可以作为这个扬的希尔伯特作用的变分得到的欧拉 
-拉格朗 H 方程.我们记这个作用的泛函为 SV 假设\ = j RdO , 其中的积分取在 
整个〒维空间 （^ Wt 3 )， 以及时间华.标/在区间 h . 

定理 37.2. 成立恒等式 


SfR^/Wl^x 



= (Rij — 




从而 

叫 = J(R, k -^Rgit)Sg ik V\^\d A x. 

证明我们对&的表达式可以进行某种简化 7 以消去出现在不 变量片 中的二 
阶导数 & 2 g ik /dx^. 在这个简化（我们现在就进行）之后，被积表达式就只包含了 
张量似和克氏符号 r .^ 

我们冇 


改变前两项： 

警 = -，心 w), 

^~" ik ^ - r ii ^( V ^99 ik ) - 

可以去掉全导数（准确地说 f 是发散量）和 基 而不会 
影响变差关键在于积分 

/ 嘉 (^，4 W / ^(V^g ik rh)d^ 

J) D 

的变差等 T 零. 事实上 7 利用斯托克斯公式；这些积分可以变为在区域 D 的边界 az ? 

上的积分，因为在作&的变分时，我们应该对仍变差（把它们看作独立的变董 

故而变差知 a 应该在上等于零（参照上面的欧拉-拉格朗日方程的结论)，因此 

S(f )-0. 于是可以认为 

JdD 


RdO) =S( 
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其中 




dx k 


dx ^ 


( V ^ K h - 


(d - rl k r^)9 lk ^9- 

由丁联络 d 与度量相容，则成立恒等式（参看习题 29.11) 


(14) 


9 ki ni = 


1 


d 


kl 


dx k 


:( V ^99 ih ) 


(请验证!)，以去除 (14), 我们得到 


c ^- nn ^- rj h 


d 


sf ^ dx 1 


( V ^ g ik ) ( H - r ! k r ⑽ k 


变换第 二项: 


F 


d 


( V ^9 ik ) 


^ T ^ gdx 1 


p t ] 1 ^9 r k _ pi 

ik 2yf—g ds> 9 ik dx^ 

d . } ik r p d 9 ik 

- J ik9 J ^ _ Lih ^dx rm 


在这里我们利用了关系式 r L = H 我们坯知道，^ = - r ^ h - 由 

此有 


^ rf p g ik - r l ik 


dg 


ik 


dx l 


- - r!S r ! k r ^ 

_ fil pm _ik _|_ nl pi 丄 pi r^l _/cm 

— ~ l ik 1 lm9 ~T I ik 1 tnl9 -T- i ^il j^iS 


由此有 


G — o T^l „mfe rri pm ^ik r^m. 厂 ^ k{ ik i ni r>i pm \ 

_ ifc 丄 miff 一 』 ik 丄 lra 9 一 乂 im ^ kl 9 一 9 il ^ km ~ ^ ik ^ Im ) 

一 -ik fry p/ prn rii n^n pm \ / pm j-fl r^i 厂 m 、 

一 9 mk^ ii 一 1 ik ^ lm 一 1 Irn^ hi) ~ 9 il ^ km ~ ^ ik ^ Ira) 


-.•dA / pi pm r^l 厂 m 、 / j~fTH 广 i 

z 9 K 1 mk 1 it ~ 1 ik 1 lm) 一 9 K J U 1 km 

ih / j^TTi ri/ i^l 厂 ml 、 

9 K 1 al £ ^nk ~ 1 ik 1 i，:nh 


ih 


nz ) 


因此， 我们已证明了下面的命题（显然，这个证明对任意的维数 n 都成 立): 

引理 37.3. 

^(/ { ritn ik - - 
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我们再次指出，引力场由度量张量定义，因此在进行对作用的变差时应该让 
分量接受变分， 而&在 此时叫被看为独立的变量. 

我们米求你 ？ （只对引力场即度童进行变分).我们存 

S j R^/—gd A x = 5 J y 7k Rik y/ gd 4 x 

= Jd 砍十 g ik \/^ gSRib ) d 4 x . 


求 和' 如果」为帥在矩阵（卽）中的余子式，则 p = J 2 ^ Atk 9 的定义)，其 

I 

1 

屮取和仅对 i 进行，而々足固定的，明 M 地， N 为毎个分量細的 微分％ fc 必须乘以 
(在约化相似项时）这个分量在£?的表迖式中的系数，即 W fc , 则知二 { Sg ih ) A ik ()^ 

Aik 、 

4 取和) * 因为/ = — ^-， 故 zi lfc 二 Q • Q lk 、 从而如 = gff 3k <5gik ■因为 g tk g ik — = 4. 

故 (耐 k 、ihk + 9 lh {^9 ih ) = 0, BP 6 g = - ggikSg ik . 于是， 

5(v ^ ) = 2^ Sg= 2^ g 9 ' 9 一# = 

由此得到 

s J R V^i 4 ，!: = j(Rzk - + J g ik (SR ik )^/^gd 4 x. 

现在来求 SR 7 k . 我们先要注盘到，变差 j/、 是_ -个张嚴（记住，克里斯托费尔符 
号/^ 不构成向 鼋). 事实上，按沿向 fi 场的共变微分的运算 V £ = ev , 的定义 7 我 

们得到 = r ^ d k , 其中汰为标准坐标向量场 di ^ ~ r 因此，4为沿坐标曲 

vIC 

线平行移动的向量展式中的系~数.于是，表达式 8 rhd k 是两个向 a 的差，这两个向 

量是以两种方式从点 q 到点点的平行移动所得 到的： 一个是用原来的联络 rg、 另 

一个是用变盖的联络 rj . 十因为在同一个点@上计算的两个向量差仍是一个 
向氬故£15/^是个张量. 

为计算变差 碑 k ， 我们固定一个仟意点,并在选个点的某个邻域内引进在此点的 


惯性坐标系（参看习题 29 A ). 这表明在此点有= 0 t W 为在这个点有 —( g ik ) 


0. 我们有 


dx.J 


g ik 6 FU k =8 


- Jik _ a 尸 /f j -,1 pm _ pm pi 
^ X l ^ x k 1 ik l im ~ 1 il 1 k 




9 


ik 




d 


9 


ik 


d 


d 


dx l 


(^ L )~ o u ~( sr ^) 


d (9 lk srl k - g il srt k ) = dw 


dx l 


dx l 
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W 1 = g ik srl k - g il srt k . 


dw 


因为 sr ] k 为张量，故量冰〃也构成了张量（向量)，从而它的发散景在我们这 

个特殊坐标系（在所选的点 卜为惯 件的）下，当转变到仟意其他曲线坐标时不变，这 
时因为量对于仟意坐标变换不具张量特性，我们当然应该运用不变性的定 

义 dh〃r = V t T\ 我们记得（见 §29.3) 在关于黎曼对称联络的任意坐标中， div r 的 
显式與达为 







d 




我们得到了 g ik SR ik 





{^ W l y 于是积分 9 ik SRi h y /^ d ^ x 变换为 



dx l 


{ y ^ gW l ) d ^ x . 由斯托克斯公式，这个积分变成了在四维区域的边界上对 


W 1 的积分.因为在上场的变差等于零，故此积分也等于零.最我们得到 





(^ik — - Rgi k)^9 th V~9^ 4 x 


定理 37.2 得证. 

通常作用足写成丹系数 A 的特殊形式，其中入 
谓的“引力 常数' 于是 


16ttG 


，其中 c 为光速, G 为所 




(Rik - -Rgih^g^V^gd 


考虑连同物质性在内的总作用&十 6k = ftr. 我们现在来考虑变差 8 S TFl . 通常 


j Ay/^gd 


它依赖于由物质定义的度量和场 .( 回忆： 积分是取在整个二_维空间上，而 
在时间/上是取在两个固定的时刻之间的，就是说是在无限的四维区域上，它被包 
含在两个超曲面/ = 4和 .T 0 = 4之间7?, 4是某两个常数0因此 



— 1 —仏 

X ^ g 6 g ik 

2 5 Sry ^ h , 


^ik — 7：^9 ik 


SttG dSm 2 
c :s 5g ik c^/—g 


(15) 


c ^ T 9 ，那么这便是引力场方程.我们注意到，这些方程是非线 


性的， 闪此两个（对场阳）解的和不必是一个解. 


在相对论中设定量 


2 h 

\/-9 Sg ik 


T , k 为系统的能量一动量张 fi. 対物理上重 
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要的场（例如屯磁场）而言，表达式 

__2 H 

Sg ik P = ^ rrj ■夫斯基的 P 

同于原先引进的对称的能量-动量张量7事实上， 

cS m = J A^}d 4 x = X J F, k F ik s/^gd A x 

=X J F ^kO ip g k ： i F PJ ^/^gd 4 x = J A(g ab \Fi k )^/ r ^gd A x t 

显然，我们有（谙验证!） 




被积表达式与表达式 （13) 相同. 

在所谓的“空”空间情形（即不存在物质）有 7；* = 0,于是引力埼方程有形式 

心= 0. 亊实上，由 （ 1 5) 可以得到 g ^ R 2k - ^RSi =与芒 f 7^，即璁 — \^{= 


8 ttC 


Ti - 去掉 j , A :， 我们得到 R - 2 R 


其中 ： r = r /， 即几 


SnG 


T , 从而我 


们的场具冶形式 KiA = (Tit — —.gikT)* 如果 Ta = 0，从而/^ = 0. 

由方程也* = 0即对此空间的里奇张量等于零，绝不会推出“空”空间是平坦的 

结论. 时空空间为平坦仅当整个黎曼曲率只^等于零.如果时空交间是三维的，则 

“空”空间必定平坦，这是因为在这种情形下，黎曼张量可以通过里奇张量表出（公式 
(30.18)). 在二维情形，由计算得到 


定理 37*3. 在度量阳的局部变换下，量； ?[ p ] = jKdS 不变，其中 dS = 
y / gdx 1 A dx 2 、 K 为高斯曲率 7 [Hj ij = 1,2, 

证明 在二维情形我们有尺 = R / 2 . - ^ R 9lj = 瓦叫(参看定理 30.4) T 泛函 

S 的变差等于（见前面） 

= j (/^j _ Sg^dS = 0. 

证完. □ 

对丁舻中的闭曲面而言，度量变化的局部性并没有实质性影响，因祈得到_/ 

推论（高斯博内） 在三维欧氏空间中闭曲面上对高斯曲率的积分，在曲面的 
光滑形变下不变 

J KdS ; 常数. 

这个常数的数值将在第二卷中得出. 
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定义 37.5. 称面积泛函 S 的极值曲面 为极小曲面. 

注 例如在 m 3 中设计的极小曲面的模型是紧绷在闭金属丝圈上的肥皂膜（无 
重力的情形). 

对于由 2 二 f ( x ， y ) 的图像给出的在 R 3 ( x , y , z ) 中的二维极小曲面，方程 （16) 得 
到的形式为 

(1 + fx)fyy ~ + (1 + - 0 

(请验证!) + 

极小曲面的方程允许用在 M 3 中此曲面嵌人的局部不变量去描述它， 

定理 3 7* 4 ,设 V — 1 c 为光滑超曲面.其平均曲率好恒等于零3且仅当 
V "- 1 在它的每点的某个邻域中表示为面积泛函的极值函数的图像（即为极小 
曲面方程的解 y 

因此，条件 H = 0 是曲面 V n ~ l C MJ 1 的极小性条件， 

证明 定理的证明归结为对于图像 W = />) 的平均曲率好= Tr ( A ^ Q ) 的直 
接 H 算， 其中 A , Q 分别为第一和第二基本型的矩阵 （// 的这种定义是定义8+3在 rt 
维情形中的直接推广)，并且验证方程丹== 0等同于欧拉-拉格朗日方程 （16). □ 

我们不在选里进行一般情形下的计算，而仅仅考虑特殊的情形: R 3 中的二维极 
小曲面. 

我们以半径向量 r = r ( u ， v ) 给出曲面 P c 诹％至少是局部地).于是列= 

J VEG ^ F ^ dudv , 其中 j C ) 为第一基本型的 矩阵： 

E = { r u ， r u .h F 二 ( r u , r v ), G = ( r Vi r v ). 

平均曲率 H 的形式为 

H = TriA -^ Q ) = eq X _ f2 (GL — 2 FM ^ EN ), 

冗中 Q = f L M ) 为第二基木型的 矩阵： 

\M N J 

L — {^uu ； ? it/ = (t uv j ti) ; AT = w i ^ 

这里的^是曲面的单位法向量， 

在 V 2 上选取（局部）共形（等 温） 坐标.对于实解析度量4这样的坐标的存在 
性早在§13中证明过 I 为简明起见，我们假定已经是共形坐标了 I 
在共形坐标下 F = 0, E ^ C \ 因而 

^[rj — // dudv = jj y/(xl f yl -J- f &1)dudv. 

o D 
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另外，孖= i .{ L 十; V ) = h^ u + r vv , n ) = ^{ Vr . n }, 丼中 ▽ 为拉普拉斯算子- 

hf tj hf 

我们考虑在坐标下的欧拉-拉格朗日方程 . 这表明，将欧拉-拉格 
朗口方程以共形坐标描述的可能性来自于下面的事实，即当用扰动7?对泛函进 
行变分时应可以假定所有函数 r ( u t v )^ sf }( u , v ) 均参照于共形坐标.为此，只要在每 
个曲面 r ( u , v ) + 6 T }{ u , v ) 上引进共形坐标 { u ^, v £ } (关键是坐标在扰动了的曲面 
r +叫 上一般已不是共形的了).假定坐标 （ u e ) 光滑依赖于 e . 

欧拉-拉普拉斯方程具形式 


d f 、 d , , _ "| 

__(^ ) + _(^ )= 0 7 

+ = o ; > ，即 Ar = o 

on ov 

冗⑷+瓦 (Zv) = 0 、 


称满足方程 Ar = 0 的半径向量 r 为调和的.因此，在共形坐标下“半径向量的极小 
性”(即它对面积泛函的极小性）意味着它的调和性. 

因此，由于 Ar = 0,则并； ~( Ar , n ) = (\ 从而证明了我们感兴趣的命题的一 

个方面. 


反之，设丑三0,我们应该 i 正明 Ar = 0 (在共形坐标中).因为= 0, 
故只要验证两个 等式: 〈 Ar,r u 〉 = 0, ( Ar , r v ) = 0. 由此将推出 Ar = 0. 事实上，向量 
n， 〜，5 构成在曲面 r ( u 7 v ) 的每个正则点上构成一个标架（根据曲面的定义).由于 
坐标的选取，我们有 i ? = G 和 F = 0,即 { r u ,^} = ( r TH r w ； 以及 （〜， 二0■按 u 和 
r 作 微分， 得到 


我们应验证恒等式 


(r U u, r n ) - (r nv , r v ), 

{Xuv ^ u ) ~ ix VV 、 T ， 
( r UU t 十 j ^ uv ) = 0, 

{^uv 3 Tv) + 〈厂乜， ~ 0* 


{■ r uu , r v ) 4 - { r . VV 7 r v } = 0. 


(17) 


最后面的这两个方程显然可由 (17) 得到，从而证明了 

命题 37.2. 二维曲面可由极小半径向量描述当且仅当 H = 0 . 在共形坐标中 
极小半椅向量成为调和向置， 

注 论及半径向量的调和性可能仅仅与某种坐标系有关（在上述给出的 
情形中这个坐标是共形的).在坐标变换下，调和性-般说来是不能保持的. 
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极小曲 lW P c ，的结构十分复杂-例如，如杲固定边缘的闭曲线 y c R 3 7 则 
一般情形，在其上可以张成许多种“皂膜”（即对于微分方程// Z 0或 Ar 三0的解 
没有唯一件定理0参看罔39,40匕的例 f + 



闭边練 悬链而 闭边绫 


M 39 m 40 


方程# = 0 ,Ar = 0的解可能有奇点.例如（三叶默比乌斯曲而）参看图41:42 



调和的十径向量是对一个高维（.一维）泛函的欧拉拉格朗14方程的解. 
狄利克雷逆函考虑二维半径向量 r (^ u ： v ) (坐标?为任意).祠:下面的泛函 


0[ r ] 



D(7lsV) 


E^G 
~2~ 


dudv 


为狄利克雷泛冰1;其中 E 、 G 为曲曲 r ( u y v ) 的笫一基本型的系数. 

这里 

L { r u , r v) = \ { ^ +y l + 4 + 4十 g + 动， 

故而欧拉拉格朗口方程（向量形式）的形式为 Ar = ( K 其解便是调和半径向量 
因为 


D[r] ^ S\r] 

对任意—段光滑的半径向量 r ( U ， v ) 成立，而等号 成立当 且仅当= 0,即在 
共形坐标系中 1 于是；仟意 D ( r ) 的极值面，其坐标 u ，?； 为共形时则也是的极 
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值; 反之则不成立，为了得到泛函冲彳的所有极值面，应诙考虑所有泛函 n[r] 的极 
值（即调和半径向量)，从它们中只选出那些对它们而言是共形坐标，然后对 
进行任意正则坐标变换. 

对坐标不是共形的调和半枠向量 r(u，v), 将不能被用来描述极小曲曲.例 
如,= (u,v,Rc f(u + iv)) 为非线性复解析函数 j{u + ^;)的实部（或虚部）的 
图像+ 

泛函 Z )[ r ] 和之间的联系，在许多方面类似于长度泛函和在道路7上 
的作用 [ 7 ] - f\i\ 2 dt 之间的联系.鼓见 7 ( G[ 7 ])、(b - 匀忒 [ 7 ],而等号成立当且仅 

J a 

当在轨线 7 ⑷上参数 （ 与弧 K 成比例（如果参数是自然的，这样的极值 11 ^} 为测 
地线).这种情形与下面情形相关联，即泛函 db ] 和对于变量变换不变，而泛函 
纪 [7] 和 DM 则不是不变的. 


6. 薄板的平衡方程 


考虑一个进行形变的物体的一个特殊 情形： 一 个弯曲薄片的平衡.我们假定这 
个片是薄的（即其厚度与其他两个方向的尺度相比是小的 )i 假定在无形变情形下这 
个片是个平面-还将假定形变是小的，即薄板上点的位移相对于厚度而言是小的，对 
薄板的自由（弹性）能量变分的欧拉-拉格朗方程就是薄板的平衡方程. 


在弯曲薄板时，在些点产生了伸张，而在另 
一些点产化了 Hi 缩1在凸的一边进行了伸张 ； 而在 
凹的边进行 T 压缩.按深人厚度方向的程度 ，伸 
张和压缩在减少：伸张的区域和压缩的 K 域彼此 
被一个 所谓的 “ 巾性曲隔开，存:此曲面不存在 
伸或缩.这个曲面位于薄板厚度的中间. 



S 43 


我们引进笛卡儿坐标系 z , 其原点 O 在中忡曲面上轴 1 E 交于此曲面.平 
面 (' y } 与未形变时的薄板相重合1以 ^{ x . y ) 表示在弯曲时中性曲面的点的竖直位 
移（图 43). 

设々为板的厚度，于是弯曲薄板的总自由能量 F 由下面的公式 计算： 


F = 


Eh 3 

24(1 - a 2 ) 






应剩 j dxdy 


其中的积分在位移函数 （ 二 W 的整个定义域上进行，为伸缩模量（杨氏模 暈)， a 
为泊松系数，它们的计算公式为 


„ qK\i 1 3X - 2ii 

-fc =- , C7 = - — 

3K + // 2 3A" + pi 

其中 a " 和 p 分别是总的压缩模数和剪切 模数； 常数 k 和 〆 ih 薄板的组成物质的 
性质所决定. 
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以下来推导平衡方程，我们注意到，由于是小的形变，故可设 dxdy ^ dS , 其中 
dS 为曲面的面积元〔中性曲面我们对能量^进行变分.把^表示为两个积分之 

和： 


F = 


Eh ： 3 

24(1 - a 2 ) 


{// ㈣ —) //[(蟲 r 


dx 2 dy 2 



(这里的 A 是拉普拉斯算子）从而分别对这些积分进行变差. 



JJ(AQ(AK)dS - JJ ( AC)(div grad 5 QdS 
JJ div 、 A(gt^d SQdS — JJ {grad grad 6QdS. 


设 7 = 3 D 为闭曲线，它是函数 C ( t ^) 定义域 Z ) 的边缘.例如, 7 是包围这个 
薄板的闭曲线，于是积分 ^ div(ACgrad K ) dS 吋以用斯托克斯公式变化为 j ^ C { n , 

D 

grad SQdl , 其中出是沿 7 的弧长元为 7 的外法线.可清楚看出 


多 grad SQdl 





7 


其中斋为沿闭曲线7的外法线 n 的方向微分.类似地 


JJ (grad A^'jdS ^ JJ div (( S ()^ mdA () - Jj { SQ^^dS 


D 


D 


D 



K { n , grad 么 Qdl - JJ ( SQ^CdS 


7 


D 




^(AQ 

On 


dl 一 JJ ( SQA 2 CdS , 


D 


M 此,我们对 W 表达式中的第一个积分化为 


fj(^0 2 dS = JJ(5C)A 2 (dS- ^ SC 


^ o dl + Uc a _ m dl 


dn 



dn 


n 


7 


7 


转而考虑 JF 表达式中的第二个 积分: 


S 


//f( 


g 2 c 

dxdy 




ss 



2 


d 2 C d 2 sc d 2 c d 2 sc d 2 6C d 2 C 


D 


dxdy dxdy dx 2 dy 2 dx 2 dy 


dS. 


§37. 最简单的离维变分间题 


* 313 ■ 


其中被积表达式可以表示为下面的 形状: 


d _ fdSQ d 2 c _ ssc d 2 c 

dx \ dy dxdy dx dy 2 


d 

^dy 


dSC d 2 C dS (： d 2 ( 

dx dxdy dy dx 2 


div T, 


由此知 


ji\( 


D 


d 2 c 

dxdy 


2 


d 2 ( d 2 c 

dx 2 dy 2 


dS 



(n 、 T)dl 


T 



cos B 


dSC d 2 C 


dy dxdy 




dSC d 2 C\^ . n fdSC cPC 

dxd ^)^ smd {~ a ^ d^di 


dsc d 2 c 

dy dx 2 


dl 


其中 0 为他轴和法向量 n 之间的夹角（图 44 ). 我们来用^和 ㈣ 来表示^ 

On dl dx 

和罃，其中&因为磊 = c 。以磊 - sirj 4 |r 咖<+⑺ s 嘌，于 

是 


(5 



D 


& 2 c 

dxdy 


2 


d 2 ( d 2 ( 

dx 2 dy 2 


dS 



7 



dsc 

dn 

dS £ 

dl 


2si “ cos °£ k^ s[n ^ 6 ^S ~ cos2 ^ 


dl + 


7 


sin 一久 0- g ) 作。… — sin , 〜吻 


2 …枚 


dl 


可对第二个积分进行分部积分 + 因为积分是在闭曲线上进行的，故积分限合为 
个点，因而积分具有形式 




7 


sin ^ cos ^(0 


g )+( cos ^- s in ^)^ 


dl 


(第二个积分是对于全微分的积分 ： 故化为零).最后，对于自由能量的变分我们有 


6F 


Eh 3 


12(1-cr 2 ) 


{// 

D 


(30^ 2 CdS - d6 5 C 



^(AQ 

dn 


7 


(i — a)* ( S in 0c^e(^-t^ + {co^0^mn 2 0) ^ 





Sn 


dl + 


7 


A< + (1—w (2 如沒⑽ ~ Sin 2 O^S ： - cos 2 0 d2C 


dxdy 


dx 2 


dy 2 


dl 
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yk 


为了得到薄板的平衡方程（欧拉-拉格朗日方程）需 
要使和 dF + dli 为零，其中为薄板的势能，它与外力在 
它卜_的作用相关联.变差 Jt / 等于在薄板位移时外力的功 
加 卜反向 符号. 

设尸= P ( x , y ) 力作用在薄板的外力，它是赋在它的曲 
面的单位面积上的（即中性曲面上)^而且是沿其法线方向.^ 

44 

r 是外力在薄板位移距离 m 时所做的功等于 Jjpscds , 

由此，作为总自由能量的极小性条件（史准确地 Si ， 极值条件)，我们得到 



st 



PSQdS = ( J . 


(18) 


D 


在这个关系式中既涉及曲面，也涉及闭曲线上的积分.由于 变差仏 是任意的， 
并且可以有任意小的支集（特別的支集与闭边缘7不交)，因而分别地在曲面丄 
的和在闭边缘上的积分为零.曲面积分为 



Eh ^ 


D 


12(1 - ( 7 ) 


A 2 C - P ) = (K 


由的任意性，有 HA^-P = 0 ,H = ~^- y 称这个量为在弯曲时薄板的刚度 
(或 柱面刚 度)； //由物质的性质决定+因此，薄板在外力的弯曲作用 y 的平衡方程为 


HA 2 (； - P = 0. 


这个方程必须满足边界条件 ； 它由方程 （18) 中的在闭曲线上的积分等于零得到. 
通常在此时可选出儿个重要的特殊情形. 

a ) 设薄扳边缘 j = QD 部分是自由的，即在其上没有外力作用.于是沿此边界 
部分化和 S (盖)为任意：因此在这些变差中对应于闭曲线积分的那些系数应该 
为零.这给出了下面的一组边界 条件： 


4(—(0 



+ (1 - a ) ( 2 sin 0 


0 


d 2 c 


ox 2 


0. 


dxdy . dx ^ ^ v dy ^ 

b ) 设薄板的边被刚性固定（例如被刚性地嵌人到物质之中).这时板不能进行任 


何竖直的扰动,也不能改变板的边缘的方向 ； 从而 


0 (由此得到，所 



§37, 最简单的髙維变分问题 
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有的闭曲线上积分恒等于零)；边界条件有简单 形式 : c = 0,^ = 0, 第一个方程表明, 
边界当形变时没有扰动，而第二个表明边緣的方向在水平形变时保持不变. 


习题 


37.2. 证 明对于 泛函 S [ F ) 


F A 


^ JF rk F ik d^x 在条件 d ( F ih dx i A 


d〆 ）=0 下的极值麦克斯书方程成立（在“空”空间中).这里的心足闵巧夫斯基空 
间 Rf 中的反称张量， 

37.3. 证明 


a ) P i 


T t {] d 3 x . d 3 x = dx 1 A dx 2 A dx : K 


c 


称分量为 - T i0 , It 20 , ^为系统的动童密度，而:为能量密度.如果 v 为 

C C C 

超曲面/ =常数上的有界区域 ： 于是 

b) 蒼 JT m d^x = -cjT^da ( ^ 其中 n 一 r il dx 2 A dx 3 -^ T 02 dx ：i A dx l -h 

V ov 

T 03 dx x /\dx 2 t 


c ) 


8 




dt 



- ~^ T aS 3 d ^ 


V 


BV 


称三维向量为压力张量（动量流的密度张量). 

37-4. 考虑泛函 S[r] 二 /其中 R = g ik R ik ， R 设 =~ ^ 


Am nn 而度量被假定为常值 . 证明，对这个泛函的极值 P 克 

里斯托费尔公式成立，此公式通过度量张量的分量 表达出 /$. 

37.5. 引力场的能量-动量张量是什么（按2—4小节中给出的定义)？ 

37 -6-设 F = F ^ dx 1 A dx k ， i，k = 0,1,2,3是在具度量（阳）的四维时空空间 

中的电磁场 张量. 证明麦克斯韦方程这时有形式= 0 t SF = ~ j , 其中 j 为电 

C 

流 / = 氺 - , 

37.7. 在偶维黎曼（或伪黎曼）空间中考虑函数 


^[ p ] - 



第六章离维变分问题.场及几何不变量 


其中形式为习题 30.10 中的定义.证明 

§38. 拉格朗日的例子 

1 . 考虑在狀彳巾的复标 M 场^1>)，其中 JRf 所具有的闵可夫斯基度量为 


0 


，我们还给出了一个作用，其形如 


0 


常数 ■ / U 2 





dip 


m 2 c 2 ^p(x)ip(x) d A x 



Ad^Xy 


⑴ 


其巾的符号“-”表示复共轭力为普朗克常数（作用的维数)， C 为光速.这里的 m^o 


被称作质点的质量 7 质点由场 p 描述, A = A ( < p^ y 


_ dip d<p 


形式地假定为独立变量.欧拉-拉格朗日方程 — 

dip d 0 

方程”的 形式： 


为拉格朗 H 和 p 被 
0 具有“克莱因-戈登 


(h 2 n + m 2 c?)if 


d 2 


d 2 


, KJ U 


⑻ 


( j # 和 ㈣ 假定为独立的 )， 

能量动量张量的形式为（参看 §37) 


j^ha _ j^ab _ ^2 ac bd ( 3ip Q^p dip Qip 

• \ dx c dx^ dx° dx 在 


ab A 


(3) 


能量密度 






c=0 


d<p 2 


⑷ 


作用 （1) 对于变换群 


尹—常数) 


(5) 


不变，这个群生成了它的保有 电流: 


J a 




d(p 

dx b 


⑹ 


§38. 拉格朗日的例子 
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习题 38.1. 由欧拉-拉格朗日方程推导出等式 


dX 


dx a 


a 


J ° d 3 x = Q 为场 < p 的 “电荷”. 


常数 ^ 

按 P +卜其中 P = <，产4:了电磁场 


d 


d 4- ^ zA a { x ), 


Ox a ^ dx a . 浈 “… " ⑺ 

其中 / UOr ) 为电碰场的位势向量， e 为电量， c 和 A 为万有常数.总拉格朗口为（设 
h = 1) 


A (< p ^, A ) 


d(p ie _ d(p 


ie 


c 




2 C 


1 


F ab F^K ($) 


16 nc 


习题 38.2, 验证这个作用在“度规变换， = c = l ) 


9 — e ta ^, (p = e’p , 十 


da 
dx a 7 


a = a ( x ), S S 


⑻ 


下的不变性. 


实标量场像所说的那样，是“中性的” ㈤ sp ); 这里的 


A 




(□ + T 7 l 2 C 2 )(p = 0, 


2 \ dx } dx / 


⑽ 


而向量⑹化为零，，= a 不可能出现电磁场，这是因为欧拉-拉格朗日方程的解 
不会是实的. 


自由方程（ 2 )或 （10 ) 的形如常数的解具有性质 


[ Kk ) 


m 2 c 2 

^2~ - 


( 11 ) 


可以认为，这样的解代表了质童为 m 的自由质点，其动量为 p =狀，即与向量 
成 比例. 故而动量在具质量的曲面 ( p } p ) ^ m 2 c 2 上. 

2 .在 M 彳中质量 m 的复向量扬 p 的拉格朗日的形式 (设 h = c = l ) 为 


A = - W 黑黑 


dx h dx d 
^ =(仰肩，列，#3)， S 二 

同时加上对场的附加条件（参看下面的习题 38.4)； 



•4 


X 


( 12 ) 


dx a 


0, .0 


(13) 
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能量-动量张量的形式为 




_ n ac n bd n kt ( diPi d<pi d<Pk 

dx c dx d dx d dx c 


9 


h A 


(14) 


群 W ㈣ 


生成了所保有的电流 


g ab g c 


cd 



<Pd 


d^> c 

dx b 


<pd 


(15) 


习题 

38.3. 验证，由于欧拉拉格朗 R 方程 


6 S 

Sip 


0. 


3 S 


0 ^ ( □ + m?)ip = 0 7 


则电流守恒: 


dj a 




(16) 


38-4. 验 i 正，在对向量场不加附加条件 （13) 时，能量 T ⑻ cPx -般说 来不是 

-个正的量， J 

具有+面波类型的解有（当；1 = ^ 1 ) 性质 { k , k ) = m 2 (请验证1因此 
A ： 为质量曲面上的动量. 

按规则 

▲碱⑺…0 ( 17 ) 

重新产 生了电 磁场. 总拉格朗日（连同电磁场）关于下面的度规变换 不变： 

沪 — e - ㈤ A @ = 人〜 九 + ^ M . ( is ) 

ax^ 、才 


一个特妹情形是我们以前已经遇到过的零质量 771^0 的向量场（例如，电破 场). 
这时 f 如果扬 p 为实的，其拉格朗日等价于电磁场的拉格朗口 

3 =常数 X ⑽必 其中 Fd -盖-為、 (19) 


它关于度规群 

是不变的 . 


^ a . — ^ <fa ― 


da(x) 

dx a 


,S ^ S 


( 20 ) 


稍后（见 §40) 还将考虑“旋虽”场这个重要的类，其中场^的值在旋量空间中. 




§39. 广义相对论的最简单概念 
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§39. 广义相对论的最简单概念 


1. 我们首先回忆爱因斯坦的狭义相对论 ( CTO ； 右意思的事是在这个理论的 
创造屮 7 除了众所周知的物理学家爰因斯坦和洛伦兹外还有当时最杰出的几何学家 
庞加莱和闵可夫斯基的参与).根据 CTO , 在某个 瞬间： 在曲面的一个点上所发生的 
“ 事件”相关联 - 个四维时空空间和中的一个点，其度 M 为闵可夫斯基度量出 2 = 

: i 

( dx {) ) 2 - 为伪欧氏坐标， D = 0,1,2, 3;其巾； i 为时间, c 为在 

0=1 

真空屮的光速 （c & 2⑽793 km/s). 类时的，光的（或迷向的）和类空的㈦ ffl f 分别 
由 （$0 > 0, Cl = 0或仏0 < 0定义；而曲线 j ( r ) 为类时的，光的 ； 或类空的; 

按定义是说速度向量在每点分别为 ( v , v ) > 0, M = 0或< 0. 质点 

ar 

(m > 0) 的世界线是类时的，无质童的质点 （m = 0) 的世界线为光的1在阐述 CTO 
时可以利用两个肉由质点的拉格朗日中的•个 


S ⑴ 




dr 


(?j ， v)d 


7 ㈠ 




或 


5 ⑼ 



^ CB^ T = ^ 


\j 〈 t? ， v)dr, 


7(0 


吖⑺ 


丁) 


为 4 元速度> a 和 


这里 7( T ) 为在闵可夫斯基空间脱 f 中质点的世界线/ = 

P 为常数，它们的值 a 二= -me (参肴 §32). 通常在物理文献中对于作用 

f L { ^ B dT 使用4这= ^ v ^}, 与世界线 7( t ) 的四维长度成比例.这个泛函 


不依赖于参数 T . 故可选取 r = — ： 
格朗 H ，它适于与经典力学进行 对^照 


t (世界时).最后我们得到在三维体系中的拉 


^CB = = 0 C \ 1 - 


\ w \' 2 

~ 


⑴ 


其中 t 或 # = 


^ dx a 


o 


C, 


dx a 

di 


札 2,3 


( t ^ 为中的所谓 = :维速度向量 w 


dx a 

dt 


的分景).如果 H 《 c (非相对论的 
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情形)，则 


墙= 


Py/{v,v) - flc 


M 2 

~ 


2 


M 1 一 p+o 


⑸) 


(2) 


令/? = - mc ? 那么当 \ w \ fc ^ Q 时我们得到在经典力学中自由质点的拉格朗 H ，准确 
到 （)( iz ; 4 / c 4 ) 项. 

对干自由质点的能量和动量有形式 


dw 


L [ c % 


me 


2^ 


dw a 


raw 


⑶ 




c 2 


令 也 /c = 如， 我们得到 4 元向量 p 二 ( p a ) f 其中炉= g 〜 g ab 为闵可夫斯基度量. 
直接验证质量为 m 的自由质点的4元动量所满足的方程 


P^P b 9^b - (j^p) = (po) 2 - y](j^) 2 = m 2 c 2 . 


⑷ 


方程⑷给出在具度量加的动量（，）的线性（余切）空间中的具质董的曲面.这就 
是罗巴切夫斯基空间（参看§10)，其上的体积元为如- 


⑴ 

CB 


( 1 ) 


在运用拉格朗日 L { c g = a ( v 7 v ) 我们从§31的结果 得到： 形式的蛰 v ^ f ^- 

OV 

沿极值曲线守恒（因为欧拉-拉格朗 u 方程 ). 因此=常 
数；从而在曲线 7(0 上参数「应该是白然的：也=常数 xdr . 设 dr = . (固有时 


间 )* 我们定义能 M - 动量的4元张量％ 


dv a ^ 


其中 W 


dx u 

dr 


为自然参数 


dr ^ 选取 a = m /2, 我们得到对拉格朗曰 L 涩(上面的）得到的同一个4元动量 

(抑，〜） = P 的值.特别，由此得到（ 〆 ）确实是在 Ef 中变换下的4元向量.量 { v , v ) 
沿轨线为常值；当办= ' 我们有^对参数 r = -. 通常称暈 I ；为不变4 

e C 

元速度（ V ),以和 3 元速度 W = 加以区别，对应关系为 


° = 〜 ，和 …°) 2 - 


2 = A 


⑻ 


H 为 


如果在空间衅有具位势向 M A a (. r ) 的电磁场 7 则在外部场中质点的拉格朗 


L ■⑴=碟4 


A dx a 


r = - 
c 


⑹ 



或 


. 广义相对论的最简单概念 
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Li2) =L ^ + ^ A °^ + eAo) t = T ' 

因此，外部扬 A a ( x ) 的出现等价于4元动量的位移（参看 §33) 


⑺ 


Pa 




Pa + - A a ( x ). 


⑻ 


在哈密顿体 系中自 由质点的哈密顿有形式 H = E ( p ) = VP 2 + ^ c 2 = 其 
中 P 2 = ^ ㈤ ) 2 .在存在杨水= ( A c ， 人 ） 时，我们有 


E(p) — H(x,p) 


= c 


+ - A ^) 2 + m^c 2 + e,Ao(x) 

C- 


⑼ 


(参看 §33). 场强张量为 F ah = ^ - 其中 = & (电场)二//邱（磁 


场).这个场的作用为 


S\A}^ / F ah F ab d 4 ^ 


⑽ 


这时它们应该满足方程 


1) d ( F ah dx - Adx b ) - dx - Adx ^ Adx ^ = 0. (第一对麦克 


斯韦方程> 


dF ab 


2} 在无质点时我们有=0 (笫二对麦克斯韦方程). 

如果有组质点，各具电荷 ei , … ， e , v , 质量为州1,…它们在中的世 
界线为 71 , … 场为 A a ( x ), 于是质点系和场的总作用为（两种形式） 


分⑴ 


▲ T 

E 


V 



oii / {vi,vi)dr + 





⑴） 


沪)= - E 


w ? 


rriiC 


1 


dt H~ 



CP 4 • 

— A a ( x)vff dteiA 0 ( x)dt 


16 ttc 



F ab F nb d 4 x , 


( 12 ) 


其中 7 r ( j ) = «( r )) 为笫 i 个质点坐标，耶 =«) 和％ = (片）为第 2 个质点的速 


度，由在外部场 （11) 中质点的拉格朗日的形式 
场中沿极值线的参数与自然参数（或固有时间) 



+ ^得到在外部 


at ⑴ 




dv 


QX (1) 

— 別二令 -瑞 


B =咖幻〉， —=0. 
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2. 已经讨论过的情形中，不可能在 CTO 中包含有引力.更准确 地说： 可以纯 
形式地引进引力的“位势向量乂已其中电荷^被质量替代（质点的质量是它的 
电荷引 力)； 位势向 fi A ^( x ) 是这样取的；在我们需定义了引力场极值的特殊坐标系 
中，它应该有形式= (>，0几0)，其中 9 为通常的引力位势，它同时满足达朗贝 
尔方程和拉普拉斯方程.这时质点在外部场中的运动可由 （ U ) 的拉格朗日得 
到，其中 A 换作 A ' e 换作 m . 但是（庞加莱已经指出过）对于水星的近日点的扰动 
是由对牛顿定律的不确切之处的修定得到的 7 它们在数值上与观测所得到的不相合 
(苽说这贱观测量的阶是正确的).因此应诙寻求另种方法以将引力场与相对论联 
系起来.爱闪斯坦的广义相对论 ( OTO ) 的基本假定是这样的：引力场只不过是度量 
⑽，其符号差在四维时空空间 M 4 ( x 0 , x \ x \ x s ) 中为 （+ —— ); 这时， 一 般说来，度 
有非零曲率（曲率的大小对引力场非平凡性的程度作了特征描述).在外引力 
场中的一个试验质点只不过是在 “典度量細 的空间中的自由质 点”， 它沿类时测地 
线 ？( r ) ■二 ( x fl { r )} 运动，而此测地线则是由下面的拉格朗日（这里的 m # U ) 决定 


L 


⑴ 

OB 


= m{v^ v) = m 


dx a dx b 
dr dr 


Qab * 


(t3) 


(如果 m = 0,则质点将按光的测地线运动，度里为 g flb .) 沿曲线 7 ( r ) 的固有时间为 

- = r 7 — — dr ,\ v \ =常数 i 
c c 

具位势向量 A a ( x ) 的电破扬的存在就如上面那样，只是闵可夫斯基度量被换成 
了度童 

S = j l/’、dr = j L^^dr ~ J A a ( x ) dx a , (14) 

7( r ) -f(r) 7( t ) 

这个场的作用有形式 


S f = - 士 c j F ab F ab ^d 4 x, 


F ah = 


OA h & A a 
dx a dx b 


(15) 


其中如 = ^ d 4 x 为体积元^ = det (似 ),〆 = gH 为在度量知下提升张 
量/^指标的结果 • 在度量下的麦克斯韦方程（不存在电荷)0为 

d ( F ah dx a /\ dx b ) = 0 (笫一对方程)， 


▽ b FM = 0 ( 第二对方程). (16) 

暂时不讨论这个引力场的方程，我们来指出爱因斯坦假设的一个简单的推 
论， 我们考虑个充分弱的引力场，即度量(我们暂时不对词“ 弱，， 作精确定义 ) T 
以及在此场中一个“慢的' 带质量的质点，它沿着测地线 z ( T ) 运动， 


x a + r^ c x b x (i = 0 ; a,b,c^=QA y 2,3, 


(17) 


. 广义相对论的最简单槪念 
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其中为克氏符号（由度量产生的联络的系数，见 §29). 时间在这里取为沿 
测地线的固有时间即自然参数 r = Z / C . 设 i = x 0 / c 如同在 CTO 中那样.我们假定 
“弱”度量被表示为的形式级数,这时设 1/ c 为小的参数 


ffah = g ( a 0 b } -h 


-3 


o -- 


T + o 




⑽ 


(假定了旧= 0,而为闵可夫斯基度量).我们假定质点是慢的，即与《 C 

at 


(按“慢”的定义,量为 O 

c at 


⑴ 阶). 


对于固有时间 T 或者说是自然参数有 


dr 


1 dx a dx b / xq 

dt 


㈣ 


或者 


dr 




1+ °(^) dt 


( 20 ) 


对克里斯托费尔符号我们有（见 §29 J 


TlO, 

1 be 


ad ( °9 bd Oged 

l dx c dx b 


dgbc\ 
dx d ) 


( 21 ) 


因为/二 CK 为有限,于是由 （ IS ) 在/^的表达式中的微分^的量级为 O (士) 


(闵可夫斯基度量为常值) 


微分^的阶为 O 




1,2,3,这是 丙为# 被认为是有限的.在方程 


(17) 中，因（ 2 0)可以以同样的精度以也替 换咖； 在这些方程 （a = 1，2 ; 3)中有克里 
斯托费尔符号的项的最高阶为 r ( f 0 x ° x (i = rg , c?-YO 5 这是因为当 a 二1,2,3时 
量 f 具有阶 O ⑴，因 (18), 对于 r 品有 


m = 2 疒 


5poo 

dx a 


+ o 




或者 


1 dQuo 

2 d ^ 


+ o 


(?) 


( 22 ) 


那么方程 （17) 便有了形式 


d 2 x < 

dt 2 


1 ^9Qi) 

2^ dx ^ 


c 2 ^0 


⑴ 


(23) 
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对在弱场中的慢质点，方程 （23) 应该与在貝势能 < p ( x ) 的经典引力场中质点运动相 
符合,艽精度为 o 0) 量级.于是如0的系数应该是 


<700 = 1 + 


2( p ( x ) 



其中 P 为牛顿引力位势，这时，方程 （23) 得到了牛顿方程的样子 


di 2 




(25) 


因此成立 

命题 39.1* 如果爱因斯坦假设成立，则度量如 n 应以下面的关系与引力位置相 
关（在弱场中） 


500 = 


2< p { x ) 



特别，固有时间 dr =- 与世界时间也 不同； 对于固定不动的质点，如其佾界 

C . 7 .. 

线为 F =常数 （a = 1,2,3), 则我们得到 


cdr = 




2 

di = c ^/ g ^ dt , 


dr ^ dt 




(26) 


因为总有 <0,我们可推出：在弱引力场中 t 两个事件之间的固有时间（对固定 
不动质点）小于它们之间的世界时间 


如果 P < 0 ; 则 T L 

(我们有两个事件 =0) 和= 沿世界线^ 1,2,3 

之间的时间 K 间） 

X 现在考虑引力场 { g ah )' 即在四维空间中区域上的度量有符号差 （+ ——) 7 其 
中没有艽他的场,也没有 质点. 让我们给出 假定： 引力场应是所谓“万有不变的”，即 
这个引力场的理论应在所有坐标系中有唯一的形式，井巨它通过度量如 & 的曲率张 
母 R % od 表出，我们将不对此问题进行详细讨论，而叙述通过里奇 曲率私 c =邱狀给 
出的在真空中引力场的爰因斯坦方程 

^ab = 0 (27) 

(或者因为-丑=有 I =卟爱因斯坦算子 iu — l - Rg ab 对任意度量如 & 具 
有下面的重要性质 

— 石丑付）二0 (28) 
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(比安基恒等式的推论，参看习题 30.8). 关子 度量如 6 的方程 （27) 具有下列 性质: 
1) 这个方程的阶数为 2. 

_ 1 L 2 ip ( x ) . a / 1 、 糾勃合 ti 一 紐抽如人士 la . 


> 500 


^p + of ^ j , 此方程化为对势能 p 的泊松 方程; 


A # 


+ d 2 tp(x) 

L - 

a=l , 


(29) 


(: 将在下面阐述). 

3) 这个方程可以被写成欧拉拉格朗口方程.其作用及拉格朗日有形式（由希 
尔伯特证明） 


J R^/^gd A x, 


^{ Qab ), 




(30) 


ds 


变差和变分导数 命 已在§37中计算，从而有形式 


SS 


J (iU - \r 9^ S9 ab V^9d^x 


ds 




Rab — ~f^9nb^ 


(31) 


习题 39 . 1 . 证明肜如 - 7 Rg flb 的算子是变分 导数当 且仅当 7 = I 在拉格 


朗日情形中应满足等式 (28). 

注形如下面的方程 

^ab — = 入 Sab 

满足 1)-3) 的性质，迄今没有根据认为 A 尹 0( 称 A 为 | 
因依宇宙学估值有 A < 10- 56 ciii' 2 ). 

定常的球面式的对称解 

常数 2 士卜… 


(32) 


宇宙常 数”； 姑且认为 A 


(33) 


是最简单的泊松方程 Ap = 0( 在所建立的质量场之外）的非平凡解，在那里常数等 
于物体质量的总和 f 而这些物体构成了场 M 物体为球面对称). 




(34) 


其中 G -6.67*10- W /( g ^) 为牛顿引力常数.我们求在 OTO 中类比的牛顿位势 


G 邕' 我们考虑球面对称的度董如 6 ,它不依赖于 时间* 


. 寻找形如 
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dl 2 = goo <? dt 2 - h gndr 2 — r 2 d 0 2 


(35) 


的度量，其中汍 G =沙 > 0 7 ^u = -^ A < Q ? dn 2 - d 9 2 ^ sin 2 M 斤 为单位球面在球坐 
标沐 y 下的长度元.这时，由定常性和球面对称性得到 goo ^9 oo ( r ), g n - Pii ⑺.对 
于系数 r ^， 按照克电斯托费尔公式（参看 §29)( iC ° = ct , x l = r , x 2 — 8, ^ < p ), 我们 

有 W = 



^ii — ir ^ ^10 ~ TT < ^33 ~ — sin 0 cos 0 , 厂 


2 


2 


rs 


rsin 2 知一 A 


22 


—re 


x 


v 


⑻-/ n , = rf ,= ; 


= COt 0 


建立爱 ra 斯坦方程 = o , 其中 


只 ab 


di^dr^ 

dx c dx h 


I r rC pc j~td 

十 ^ ah』ed _ 丄 udi he ， 


那么我们得到 


A = 0 


€ 


\ 


v y 


— + 


r r 


2 


r 2 


— 0^ e 


A 


T 


r 2 




0_ 


我们有积分 A + ^ = f ( t ). 经替换 〆 = ^( t ) 可使函数 / 为零.解的形式为 


伽=1 


a 


r 


911 


- (®/0 


其中 a 为某个 常数. 
下面是施瓦氏度量 


dl 


2 


i 1 ~ r ) C ^ dt2 


- ( a ./ r ) 


dr 2 - r 2 dQ 2 


当 


T 


OO 时度置的扰动变弱，从而我们有 


9 ab ^ 


㉛ 



心+。⑸， 


其中 




ac 


T 


2 


2 MG 


(36) 


(37) 


(38) 


于是，比较(24),(34),我们得到 a = 其中 Af 为构成扬的物体的 质量, G 和 


c 为常数.称对物体质量 M 的量 


2GM 


为51 力的施瓦氏半径 (对地球的质量 


a 


a 44 cm , 对太阳的质量 a 二 3 km ). 如果物体如此稠密，使其维数的级为（或小 
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于) a ， 丁是由公式 （36) 显然当 r — a 时有某些奇异性发生.关于这些奇异性在第二 
卷 P 1 中有更详细的阐述.目前可以相信的只是该公式 （36) 在区域 r > a 是正确的, 

我们早先曾指出，系数_由位势 w 定义（准确到 o 对于把慢的类时 

测地线和在场中质点的经典的牛顿 力程进 行比较 t 这已经足够/ (见前面).在完全 
知道了场的度量时，我们也可以研究在大的 r 时快速质点的运动进行修正，特别是 
无质量的质点.在度量 （36) 中光的测地线方程有形式 


d 2 x a 

dr } 2 




dx a dx h 
dr] drf 



a = Oj 1 3 2,3, 


(39) 


其中 gab H 魏 不解出方程，我们在这里将光的测地线公式化为球对称的施瓦 
氏度量（测地线位于坐标 r ， p 的平面中).光测地线的方程为 


[ —, , '. ，/> = 常数. （40) 

〜厂 pi 1 -;) 

当 o — 0时,作为极限，我们得到直线 rcos ^ = p . 对于小的 a 可以由 ^( r ) 的公式 
得到光线离直线的修正值. 

4* 按照0丁0的观点 ； 假设了在所有扬和质点(除了引力场以外的所有场!）与 
度量如 〆 引力量）之间存在着相互作用，它是通过所谓的能量动量张量以下 
面的方式产 生的： 爰因斯坦的总方程为 

代土常数了以 (41) 


或者 


Bt-\R5 b a = ^m-Tl 


(42) 


这里的常数被假定为万有的（普遍适用的).对于其更精确的值，应考虑形如 （36) 的 
弱度量，和尘云的能董-动量张董，其中的压力等于零，物质的速度等于零.这时这 


个张量的形状为 




其中 P 为质量的密度 T 我们知道500 = 1 + ^ + O ? 其中 p 为引力位势，它满 
足泊方程 


= 4xGp 


(44) 
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我们注意到，对张量（ 43 〕有邛= pc \ T ^ = p <^. 在模去 U (士)后的非平凡置巧， 
对干计算碉是必须知道的 T 它们为 


厂。 
1 00 


1 dip 
c? dx u 


O 



邱 = ▲(自蟲)+°⑸=+°⑸. 

爱因斯坦方程有 

琐--册 s = 常数+成 

因而 

邱=常数，(对 -*0 常数，手 （45) 

对于能童-动量张景 （43) 我们有邱 = ^ = 常数 ■#■ 要求爰因斯坦方程 （45) 当 
能量-动量张量具形式（43> 时转换为泊松方程 (44), 则可以得出 结论： 


Ruh — -Rffab 


BttG 

C 4 


T a fy y 


这时我们已假定知道了万有常数（即^).由关系 （46) 得到了等式 

C-* 


(46) 


▽“; & = 0， (47) 

它代替了 OTO 中的守恒定律. 

我们将给出一些能董-动量张量：我们曾遇 到过， 而且是极其重要的. 

1) 电磁场的能量-动量张量(参看 前面） 

T ab = ^(-F ac F r b + (48) 

2) 连续介质的能量-动量张量（流体动力学的能量-动量张量） 


= (/J + e ) u a u b - pg abj (49) 

其中 P 和 f 分别为介质在所在的“相伴”坐标系中（在给定点上）的压力和能量密 
度（或说如 = hUa =Qia ^ 1,2, 3). 这里的=-为介质的4元速度向量，满足 

- ^ u b g t!h = 1. 在所说的相伴参照系中 /r a& 的形式为 



Tab = 


P 



0 1 




(50) 
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为了完全确定爰因斯坦方稈 7 我们必须要知道介质的状态方程，即 P 和 e 之间的关 
联.对于尘云物质有 p ^0,6 = pc 2 . 对于所谓的“超相对论”状态方裎有 P = e /3 或 
G e 0- 

习题 39,2. 证明电磁场的能量-动量张量的形式为 

1 姑 

2 ab ~ V^S ^9 ab 7 

其中 

S = F ab^cdg /1^ 'g bd ^/^gd^x 7 g = det&at), 

注 1 . 在阐述 OTO 时通常按下面方式定义物质的对称的能量-动量 张量： 

_ 1 f ~-^ /[71 、 

~ 2^ Tab? ㈣ 

其中对物质场的作用被假定为由既依赖于物质场也依赖于引力扬度量的泛函形式的 
B 式表达^ 

例如，对于标量和向量场的拉格朗日（见 m ), 度量显式地含在拉格朗日中梯度 
的内积形式里.对于旋量场（参看 S 40) 事情远为复杂.在 OTO 中引进旋量将在 §4] 
中讨论.在这一章中所指出的连续介质的能量-动量张量显式地包含了度量，引力 
场和物质的总的作用具有的形式为 


S 



(R\/ r ^gd <l x + 5 m )* 


例如，如果引力场 F a6 是“物质的”，则 


S 



( i ? + 常数 •凡 


完全的方程组（麦克斯韦和爱因斯坦的）的形式为 


SS 

JA , 


0 


5 S 

5 g ai> 


0 


(52) 


(53) 



2 -曾经多次讨论过这个引力场的能量密度有什么准确意义的问题（以及将所有 
的能量-动量张量当作万有共变的量的问题).由上面说过的，在取 （51) 为在一般物 
理上唯一正确的定义时，我们看到在这个关系中，引力场有别于所有其他类型的物 
质场，在这些物质场中能量-动量张量是由相对于所给出的度量而定义的（当然是 
认定了爰因斯坦基本假定的正确性 7 即认为引力场就是 度量； 这个结论现在已为一 
系的实验成功验证).所有这些讨论的结果大体是说，除了爱因斯坦方程的第一部分 
外，不存在任何万有的共变能量动童张量.有一个使“整体引力能量”(非稠密的!) 
有意义的重要情形 ：在闵 可夫斯基度量的背景下考虑“局 部的” 纯引力团.由与经典 
的非相对论的重力相比较得到结论说,度董的分量（准确地说，它们与闵可夫斯基度 
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量的离差）成该充分正则地以阶为广 1 的速度（不会更快!）当 n oo 时按空间的 
方向减小+这时总的 “质 量场”通过其对空间的无限性的逼近来定义;逼近的规则是 
通过对照在经典的引力中的势能逼近得山相应的物体质量的定义.作为对三维度量 
和它的时间导数的泛函，这个量原来是个哈密顿系统，因而可以被看成为局部引力 
团的物理 能量. 这个量为正的性质直到最近才严格地从物理和几何上得到证明.这 
个“引力能章”对于任意（内部的）坐标变换不变，但是对这个定义的合理性和唯一 
性应该以足够快的速度消退在空间的无穷远处.值得留意的;^虽然局部“引力团” 
已经按闶可夫斯基度置决定，但在这种情形中，按定义把它看作是在闵可夫斯基度 
量的背 景下的个新 的对象还是恰当的，而且它的能量也按照同一个一般物理的规 
则被确定.现在还不知道有一个这样局部的解存在（无度量的奇异性,没有其他类型 
的物质) ； 甚至它们的存在性显然也不能有效地从现有的文献中的数学定理中提取出 
来； 这样的“局部非线性引力波”暂时还看不出来，而且也难于迅速发现;但是,这个 
问题&身有很大的形式上的兴趣，并且在现代文献中有着激烈的讨论，还有一种表 
示在任意背景附近的小振动理论的情形，这可以看成是一种场论，它的能量是按照 
背景的度量定义的（但是在构造这种理论时必须小心，并且要引进关于消除坐标任 
意性的相容规则 ; K 

这些问题在已知书本的范围内还没有被详细地被考虑过 . 

§40•群 50(3) 和 0(3,1) 的旋最 表示. 狄拉克方程和它的性质 


1. 矩阵代数的自同构 

_我们考虑在 U 维空间中的整个的矩阵代数所考虑的群的旋量表 
示的构造所根据的是矩阵代数的下面性质.我们记得，代数的0间构: M { nX ) ^ 
M ( nX ) 是指它到自身的 同构; 称形如 h ^^ gxg - 1 的自同构为代数 M ( n ， C ) 的内 
自同构，其屮 g 为群 GL ( r h C ) 中的矩阵. 

引理 40.1, 结合代数 M ( r h C ) 的任意自同构都是内自同构. 

证明 我们记得代数 M { nX ) 的元 P 被称为射影（算）子(幂等元）是说户= 
称射 影算了 P 和 Q 为正交是说 PQ ^ Q P = o ； 显然，正交的射影算子的像相交为 
零-如果 P ( C -) 为一维空间，则称射影算子为一维算子.特别，由公式 


⑻ f 二 


j 1,如果 k = I 
0 ,如果 i 或/尹 i 


⑴ 


定义的矩阵是两两正交的一维射影算子.我们有 


P? 二 Pi ， PiPj = 0 勞 i ★ j 、 尸1 + …+ 凡= U 


(2) 
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现在考虑自冏构 h:M(n } C) — M (>， C )， 并令 h ( Pi ) = P !. 显然，因为 h ( l ) = 1 5 
关系式⑺在作用 " 下化为关系式 

( P 1) 2 - PU 切二趨料 (3) 

因此， p / 为射影算子；这些算子是非平凡的 ， 而 a 两两正交，从而 pi ( c n ) 十…十 
= e \ 故而所有这些射影 算子是 一维的.令 p ；( c n ) - q . 

以 k 代表代数 M ( n , €) 中的元其中 ( tij = 1，当 f = 
= 0，对其佘 值; 换句话说心 ( er ) = 0 当 r 其中 eL ，…， en 
为空间 C " 中的标准基.显然， 

^ii = = 0 7^ tijtjs = 方 (4) 

(最后面的那个公式不是对）求和).令 M &) = 并将^用于关系式 （3) 便得到关 

系 

^ p L Ajt { rs = 0当 j 笋 r , = Cl (5) 

因为当左7^时 嗎=0,像 KA cn ) 为一维从而与 C ( 相合.迸而，由于 

4( cxw ) = ‘(€;)， 

则 i N 构于 q 到 q 的映射. 

我们固定-个任意的非零向量 ei G Ci 并令 e ; = 4(4). 向量不同 
于零并分别在 ，…， 上 ； 因此它们构成了空间 C n 中的基.我们以公式 

5〔 e i ) = 4， (6) 

定义变换 g ■■ C n — C ' 并表明了对任意 : r e M ( n , C ) 有 

= ㈣ ―、 (7) 

我们首先注意到 

= ^ J ^ i ( e i ) = 0, 当 r ^ j . 

由此显见有 O ;) 二 gUjg -^ e ^ 其中 r 为任意：即 

h i ^ j ) ^ ykjg — 1 

对任意 O 成立. 但是因为任意 矩阵; r 可以表示为形如心的矩阵的线性组合，于是 
h(x) = gxg- 1 . 

引理 4( U 得证. n 

某些特殊的矩阵代数 M (2, C ) ? M (4 X ) 可用一些特殊形状的生成元实现，它们 
对我们来说是重要的，称它们分别为泡利矩阵和狄拉克矩阵. 
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2•群 SO (3) 的旋量表示 

在代数 M {2, C ) 中我们选取下列的生成元组: 



称矩阵％ = 1,2, 3) 为泡利矩阵 (参看 §14); 连同矩阵1 它 们给出了代数 M (2, C ) 
中的加法基，这是闽为 M (2 X ) 作为线性（四维）空间时，它们在其中线性无关.它们 
相关联的关系式为 

① - < j t a q = 2 ia k , 其中 ( gj , k ) 为偶置换； 

® 十 = 25 qi . 

我们将它彳 f I 写为 

① [cr q ^i] = 2ie q i k {r k , 

@ = 26 q i ， 

_ 

关系①简单地表明矩阵实现了群 50(3) 的李代数表示（或由定理 24.3, 
为群 5(7(2} 的李代数). 

我们特别留意一下关系®的一个性质.我们把 H 维欧氏空间实 
现为无迹（迹为 0) 的2 x 2矩阵的空间，其欧氏 基为％ 


设 yl 6 0(3) 为正交变换 


A ； R 3 ^ M 3 , 



令 


4 = ^ ^ - 

原来，关系式（ 2 )在形如 （10) 的正交变换下保持不变 


⑼ 

( 10 ) 


(这可由矩阵/ I 的正交性定义以显见的方式推导出来 .） 另一方面，对关系式@我 
们有 


其中 


= A^<7^j — A^A^[t7 7 j (7^] 

( t, 如果 （7:0 为偶置换， 
4 =^7& = <-1，如果 （7,40 为非偶置换; 

0 ? 如果 7, M 中有重复的> 



最后有 


§40 .群和的旋置表示，狄拉宪方程和它的性质 
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[心 4] = 2 i ㈣ ^ 如果 vl e SO (3). 

因此， 关系式①对形卸 （10) 的变换下保持不变,其中在舻中的正交矩阵 d 的行列 
式为+】.关系式 ® 和®完全由矩阵代数 M (2 X ) 确定.事实上，由于这些关系式, 
所有的乘积 a 内被线性表出.于是得到 

定理 40-1 .对没 9(3) 中 Z 的变换 (10) 给出了 一个自同构 h ( A ) : M (2, C )— 

M {2, C ). 因此，由引理 40.1 存在变换 £r = q ( A ) : C 2 ^ C 2 使得 / t (^) = gxg ，\ 
其中： e e M (2 y C ) 为任意的矩阵. 

定义 40,1. 称关系 A ^ g { A ) 为群 SO (3) 到群 GL (2， C ) 中的 旋量表兩. 
这个表示是多值的：矩阵 g ( A ) 确定到差一个非零因子 A 6 C 如果我们要求 
9( A ) ^ SL (2, C ) ? 则此不确定性可以消减、于是得到了一个双值表示，它两个值相互 
差一个 -1 因子.故而旋量表示是由群 SO (3) 到群 SL (2, C )/ ± 1的同态. 

习题 40.1. 证明后面那个双值表示的像位于 ^7(2) 中，这个双值表示与投影 
SU ( 2 ) ^ SU ( 2 ) / ±1 的复合可作为同构实现 


50(3) — SC /(2)/ 土 1_ 


验证绕以向量?! = (^. Tiy ^ n^.nl ^- nl~\-nl = 1 为方向的轴的旋转对应于变换 


5 ( n ,^) = exp + n y a y + n z cr z )j . 


3. 洛伦兹群的旋置表示 

转而讨讼代数 M (4 ? C ). 在这个代数中选取生成元 1 i 7 u , 7 S 7 2 ,7 3 , 它们满足 

关系 


7^7^ + = ^Q ab - 1, (11) 

其中#&为闵可夫斯基度量，为此只要取 

X : 2 卜(二： 

(这是个 4 x 4 矩阵，可写成2 x 2矩阵的2 x 2块矩阵 ,） 

引理 40.2. 所有卜面的 4 x 4 矩阵 l ，7'7 a 7 fc ( a < 6)，7 n 7 b 7 L ( a < 6 < c ) 和 

7 5 = 为线性无关;域 C 上由 7 U ，7 S 7 2 ,7 3 及关系（]1)生成的代数同 

构于矩阵代数 M (4 ? C ). 

证明由关系式 （11) 知，元素 7 a 的任意乘积都是这个引理所指出的那些元素 
的线性组合+另外，这些生成元的个数为％正好是 M (4 ? C ) 的维数，因此，如果验 
证 f 引理中由满足（〗 2 )的矩阵 7 0, 7 1， 7 ' 7 3 的乘积组成元的线性无关性 ； 则此引理 
中的所有论断都将得以证明.我们假定渎者已经写出了所有这16个矩阵并立接验 
证了它们的线性无关性（这里并无复杂的计算 □ 
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现在转而讨论群 OC3, 1) 的旋表示的枸造 7 为此我们要运用引理40丄考虑闵 
可夫斯基空间以及矩阵 A e 0(3A),A - (Ag). 定义矩阵 

7 ，a - 制. (13) 

由关系式（11)，并由矩阵3保持闵可夫斯基度量不变的事实得到满足同一 

个关系式 t , 

W} 二 2 ， .l. 

由引理40.2,这表明映射 h = h(A) : M ( AX ) - M〔4，C) 为整个线性代数 M(4X) 
的自同构，其中这个映射按公式1 ^ 1,^ ^ 7 /a 进行. 因此存在这样的 P =£ 
Gi(4,C)， 使得 h(x) = 为 M(4,CJ 中所有的元素，称对应 A h g(A) 为群 

0(3, 1) 在群 GL{ 4 , C) 中的旋量表示.这个表示是多值的：矩阵0和 Ap, 其中 A 为非 
零复数，它们都对应于间 -^ Ae 0(3,1). 过渡到群 ^(4, C), 我们得 到了双 值表示 

A ^ ±g(A) e 5X(4, C). 

定义 40.2. 称旋景表示所作用的四维空间 C 4 为 （4 元分量）旋量空间.称空 
间中的元0 e C 4 为旋 fi (写成列向量). 

群 0 ( 3 , 1 ) 的旋量表示在子群 SO( 3 ) 上的限制分解为两个同构于上面所描述的 
不可约旋量表示的和. 

注选取基 f = 7 U = -h' 我们得到关系式 

{j a , 7 h } = ^ 5 ab 1 . (14) 

利用它们可以构建群 SO( 4 ) 的旋量表示，它类似于群 0(3,1) 的旋量表示1 


习 



4 0上对于 50(3) c 0(3,1) 中绕舻中单位向 M n = 以角 p 的旋 

转，其旋量表示为 


g(<p, n) = exp H- n^E f 2 H- ri3)| 


其中 




% 0 
(]Uj 


40.3. 对于在平面 (x Q ,n) 上以 虚角化 的旋转，其中 n 为:-:维单位向量（基本 
洛伦兹变换)，旋量表示为 


gOp:n) = exp + Ti 2 a 2 +n 3 a 3 )} 】 Ji 中 


0 fjj 
^3 0 
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习题 40-7, 证明量 奸兮 按向量那样变化（关于0(3,1))，量为2阶 
张量， ♦■ f 千％ 3 阶张鼠 = ■ i / rWqr 2 ? 岭为4 阶张量（伪标景） 

40*8* 证明群 ^0(3,1) GL (2, C } 的半旋量表 示如利 不具存任何不变的 

非零内积. 

提示在半旋量表示里不存在不变性是因为群 SL {2, C ) 中的标准表示中的一 
个为同构，而其余的 为共扼 丧示. 

群 SL (2, C ) 的李代数与洛伦兹群之间的同构为同构 (24.72) 在 n = 2时的特殊 
情形，其中球面炉的共形变换的李代数是作为群 50(3,1) 的李代数实现的. 

4. 狄拉克方程 

7矩阵在关系 （11) 下构成的代数自然产生下面的问题：设给出了克莱因戈登 
算子 口 + m 2 , 其中 D = 可将其展开为1阶算子的乘积吗？ 


(□ + m 2 ) 


Y 嘉 1 m ) « + 


习题 40.9. 证明展开式 （19) 等价于关系 

(7'7 6 卜2，-1 

(即如果取7矩阵代数中元素作为系数，则展式 （19) 是可以得到的) 
定义 40.5 称在旋景 < 上的方程 


iy 


dx h 


m ^ 


为狄拉克方程. 

习题 40.10. 验证共轭方程的形式为 


dxb - 

^7 +_= 0 , 


其中疫= 

狄拉克方程由作用 


III 




dx u 


7 a V’ 1 — d 


得出，其中 V ) 和々被假定是无关的.能量动 暈张量 和电流有形式 




dip 

dx c 




T ba , 


(19) 

( 20 ) 

( 21 ) 

〔22) 

(23) 

(24) 


J a = ^ 7 a ^ ; a = 0,1,2, 3. 


(25) 


§40 .群 50(3) 和0<3，1)的旋最表示.狄拉克方程和它的性质 
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M J° ^ ^7 V = ^(7°) V - ㈣ 为电荷密度+电荷的形式为 


Q = j J J ° d ^ x . (26) 

显然 ， Q > o . 相反地，能 M 密度则不是正 定的； 这引起了系列的 困难； 我们将 
不在这里讨论它， 

类型为常数的解在质量平面 {k,k) = m\n = c = i ) 具有波向 M . 如果 
W > o ( 即动量位于质 H 曲面的上面部分)，它们则恒同于质点.这个条件的必要性出 
于对质点能量的正定性要求. 

在基中狄拉克 A 程取得的形式为 


l l)i 


=(<7, p }7] + i— = - ( cr , p )^ + 7 Y 17}, 


(27) 


其巾❻二 c= ”和 卜， 0 卜‘+内点切 3 ‘) ■我们看到，当质 

量 m = 0时：这个方程分成了两个独立的方程（外尔方程)，它们描述了其运动规律 

在空间反射时不是不变的质点（群 50(3,1) 的半旋表示不能拓展到空间的反射上) 7 

并且它具有质量零（半旋表示不具有不变的内积，这个内积在拉格朗 R 上可以给出 
质量艰的项 

5. 电磁场的狄拉克方程.电荷的共轭算子 

依照标准的规 则：仏 ^ Pa ^ e A a ( h ^ e = 1) 给出了外部电磁场出现的情形.因 
此我们应该作通常的拉格朗日中的变换以及方程 

d d . 

巧—⑯ - ―咖， 

其中 e 为电荷 ( n 二 e 二1 )，在外部场中狄拉克方程的形式为 


3 


7 


dx a 


ieA a {x) ) H-m 


矽= 0， Tp 


(7 a ) 


T 


d 


dx ' 


4 - ieA a (x) J — m 


0， (28) 


其中引进的是一组埃尔米特矩阵 = 7 C 7 ^ = - i 7 "^= 1,2,3 (参照第三小节 
的变换)， “ T ” 表示转罝， 

考虑（实）矩阵 C = 7^7°^它具有下面的性质（请验证!) ： 


C - l y a C = -( y a ) 


T 


0,1, 2, 3. 



由 （29) 利狄拧克方程得到 

定理 40.2. 如果场 jp ( x ), iP ( x ) 满足狄拉克方程（ 28 )，它在扬 A a ( x ) 中电荷为 
e , 于是场矿 ㈤ = C 0 Or ) T ， 并乩 ^( x ) = ( C -\!,( x )) r 在同-「个杨 4,(^) 中满 
足方程（28)，但是将 e 特换成- e . 
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称变换々 — #为电荷的共轭变换，这是因为描述场0的质点所具有电荷的符 
号改变了 +由此得到了里要的 推论: 旋量表示和狄拉克方程直接描述了两类质 点：具 
电荷 C 的质点和具电荷的质点.狄拉克方程 （28) 的同一个解 狀 X) 定义了电下 
波动函数 V ) ㈤ 和正电子的波动函数 V (^)- 

习题 40.11. 验证: a ) 电荷共轭算子 0 — 浐与特殊洛伦兹群可交换； b ) 这个 
算子与空间反射 g ( P ) = rjpy 0 交换 7 条件是阶；土彳(如果阶=士1,则不可交换)； c ) 
如果 r /r = 士1，这个算子与时间反射交换（参看习题 40.4,40.5). 


§41. 具有任意对称性的场的共变微分 

1. 度规变换.度规不变的拉格朗日 

由蚤要的例子开始.我们考虑复标量场⑽和形如 

L = L U^pL^pL] 

\ dx^ dx°^ J 

的拉格朗0，其中“杠”表示复共轭七和❸被假定为形式上无关的（见 §38) 
设拉格朗 R L 对于形如 


( 1 ) 




化为常数 


'也 e * 


d 伞 
dx a 




L (也 咕， 




dx 


b dij ) \ 
^ y dx^J 


( 2 ) 

⑶ 


的电荷的变换群下 不变： 例如，在§38中所考虑过的形如 


[ 考 as 




⑷ 


的拉格朗 H 便具有选样的不变性，由局部性的原则出发，我们要求拉格朗日关于更 

广泛的形如⑶的不变性，就是说，我们允许 P 依赖于: T . 这表明群 （2) 独立地作用 
在每个点上. 

原来，用下面的过程可以得到对于变换 






(5) 


下不变的拉格朗 Q : 


1) 弓丨人新的余向量场它在变换⑸下以梯度的变换进行变化 






( 6 ) 


2) 引人新的拉格朗曰 Z 




⑺ 


§41. 具有任意对称性的扬的共变微分 


其中 




d ^ j ) 




dx i 


+ ieA , 


表达式 （7) 是个标量，这是因为 V 4 为余 向量； 

3) 不变理论的总拉格朗臼应有形式 

W) Li(A 


dA 

dx 


其中 A 为梯度不变的 ,1^ 这一项的形式将在 §42 中讨论. 
定理 41.1. 拉格朗日⑺关于（局部）变换 (5),(6) 不变 
证明作为“共变导数”的变换的量，我们有 




dx 







dx° 


_ 

+ ieA^Tp 


=e 


ie ^ p ^ x ) 


K 1 


因此在变换 （5)，(6) 下新的格拉朗日没有变化 


W 


l(e icip ^ e~^H, er^Vlt) 

这是因为原来的拉格朗日的不变性+定理得证. 口 

我们现在考虑一般情形，这时 f{ x ) = (V^(a:)， … ，岭 N (x).) 为空间中的场，其 
值在 AT 维实的向 M 空间. 设已给出拉格朗日它对某 iV 阶矩阵群 G 

不变 


L [ gi},g 


^ \ 
dx a ) 




d ±_\ 

dx a ) 


geG . 


⑼ 


杨 々(X ) 的共变导数由公式 


d 吟 




( 10 ) 


给出，其中 A ^ x ) (a - I ,-- - 7 n ) 为在空间，中一组矩阵值函数，其值取在群 G 的 
李代数中.要求量(: r ) 在: r 的变换下为余向量那样变化 


(^) 


Mv) ^ 


2/ ㈤ . 


(H) 


定理 41.2. 在形如 


0 ( 怎） — g{x)i/j(x), 


(12) 
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A ^( x ) g ( x ) A < ,( x ) g ^ 1 ( x ) - 


dx a 


(13) 


的变换下,其共变导数的变化规律为 


▽。分 — 〆 忑 ) Vo ： 也 

在所指出的这个变换下，拉格朗 H - 1抓 不变 


(14) 


证明 由公式 (lO)^^)^^) 我们得到 


▽ o ^( X ) 


d 


—> 


dx ^ 


(P ㈤ V0 十 


gA^g 


9 g ( x ) _{ 


dx 


9 


㈣ 


9(^) 


d^ip 

dx u 


+ 


g ( x ) V < x i ). 


干是等式 （1 4 ) 得证规在我们注意，由于 (i]) 7 向量值函数#的共变导数构成了 
个余向量 


V a 2p(x) = V 一 iv) 


dy 0 

dx a 5 


y = y(x), 


它就像梯度 ^ 

ox ° 

变性 




样.故而由等式 （14) 和不变性条件 （9) 得到新拉格朗□的不 


L{g 也 pv a ^) = L (^\ V a ^). 


得证, 


□ 


称所引进的场 A。 为规范(或补偿)场(或联络)，而称形如 （13) 的变换为度规变 
换(或规范变换: K 这些变換构成了规范群. 

对于形如（I 2 )的局部变换群，拉格朗 H 的不变性条件确定 了场必 与规范场之 
间的相互作用，但并没有这个规范场的拉格朗我们梅在§42中回到此问题. 

注 在群 G 的李代数 g 中取值的场是向量值扬的一个特殊情形.设 b ( x ) 为这 
样的场.规范场（联络由公式 


V .5 


0 B 

dx ^ 


+ [ A ay B ] 


(15) 


定义了场 B ( x ) 的共变导数，其巾的 [ A ^ B ] = A^B ™ BA a 为李代数中的换位干. 


习题 


41,1. 验证,在形如 


雖 ）^ g ( x ) B ( x ) g ^ l ( x ) 


A ^) g { x ) A a ( x ) g - l ( x ) - 



§41，具有任童对称性的场的共变微分 
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的度规变换下，共变导数 m 按规则 

变化+ 

41.2. 验证，无穷小度规变换可以有形如 


0 ( 工） — 伞 (x) + -h o(B), 


A fl (x) —> A» J r 1 V fl B(x) + o{B) 

的表示，其中 B ( x ) 为在李代数中取值的场. 

2. 曲 率形式 

我们计算两个共变导数的换位子 


▽卩乂]鈔 






d { d'ip 


dx^ V dx 


+ 乂 i /妒) + A # 


㈣ 崎〜 


dA u dA 
dx ^ 




dx u 

d 吨 
dx ^ 


+ ] - 


+ 


引进记号 



dA ^ 

dx ^ 


+ [ A ^ A U ], 


结论算子的换位子是乘以矩阵的算了. 

定理41, 3 .在度规变换 （13) 下，量按下面的方式变化 




(16) 


(17) 


量构成了反称二阶张量（取值于李代数幻，并且在坐标变换下按下面规则 
变化. 

〜 {x、= FMy、H v = y(4 (is) 

证明直接由替换公式 （13) 到‘的表达式 （16) 中得到. □ 

称取值于群 G 的李代数的形式 J 7 = A dx ^ 为联络的曲率形式. 

U<v 

如果存在函数 go ( x ), 它取值于群 G 使得 

4㈤ 二 - 製 ‘㈦ ， ㈣ 


则称联络为平凡联络. 
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定理 41.4. 平凡联络的曲率形式为零. 

证朋对场 < 运用度规变换 — 為，= _. g -' - ^ g~\g = 我们得 

到三 0. 根据前面的论断，曲率形式变到了形式 g ^ F ^ go , 而它等于零.论断 
得证< □ 

习题 41.3. 1) 证明相反的论断：如果联络的曲率形式恒等于零，则联络为（局 
部）平凡. 

2) 我们定义形式的共变微分为 


DQ = + V ^ x ) dx x A dx ^ A dx v . (20) 

入 

证明 ； 如果 O 为某个联络的曲率形式，则比安基恒等式成立三0+ 


3-基本例子 

a ) G = U ⑴2 SO (2). 我们已经知道（见 §38), 引进与复标量场相互作用的电 
磁场等价于在拉格朗日中把每个导数^：替换成共变导数 = 普 + ieA 冰 

(y*C (ysc 

我们从这例子的讨论开始这一节的 • 这里的群 G 为一维交换群 G = U ( l ) = { e ^}. 

它的李代数也是一维和可交换的（即有恒为零的换位 子)， 并且由纯虚数组成.其联 
络就是这个电磁场的位势向量 ieA fi { x ). 这个联络的曲率形式是电磁场的电汛张量 

Fl A f ) A 

^ (在这里无换位 T 的：也略去了因子 k ). 比安基恒等式为瑕式 


Q = 


E 



A dx v = 


d ( A ^) 为闭的条件, 


另 、个 例子与非交换规范群有关， 

b ) 线性联络心= GL ( n , R ). 在某区域 C 7 上的坐标: r 1 ， …， f 给出了向量空间 
中的基 - 故而在区域 V 上切向量场可以看作是向量值函数 f = 
(铲，… :? n )( 在，中取值 )_ 坐标变换 M — 〆 = 〆 &)在区域/7 上 由形如 



Ox ^ 

dx u 


r = (p ㈤ o 


( 21 ) 


的局部变换 定义. 这里的矩阵贞岣=可逆，即在群 GL ( n , R ) 逆矩阵 

的形式为 . g - 1 = 群 GL ( n y U ) 的李代数全部由 n 阶矩阵组成，故而联络 

4 ㈨ _身的系数也是 n 阶矩阵.我们以 ( A^)l ^ 表示其矩阵的分量.向量函 
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数（即切向量 k 的共变导数为 




由坐标变换给出的联络分量/X,的度规变换为(其中 


(22) 


dx uf 

dx v 






dx l 

'dx 




dx x dx 




dx x， dx v dx& 


( dx ^ \ 


(23) 


dx ^ 


因为 a ⑻为佘向量，则即 



dx^ dx 1 " 1 dx x dx 
dx ^^ 7 知^ 7 十 i 


9 t / a 2 a? u 
Qx v dx Xf dx^ * 


(24) 


我们曾在 [ j28 中推导出克里斯托费尔符号的变化规律.我们特別留意到这个联络的 
曲率的矩阵形式为 






(25) 


其中为曲率张量（见 §30). 

设‘区域 C/ 中给出了黎曼度量 g^(x). 构造（局部）两两疋交的切向量的法化 
基 <1，…， fn: 

( Uf 3) = ^ - 

对于与度量相容的对称联络的形如 Up 的共变导数曾在 §29.3 

中计算过（回忆在定理30,2中我们曾得到在三维向 量扬“ 中的对分量 h 的公 
式).这时联络形式为 

(^a)i3y ~ • 

从公式(30.1 ? 10)推导出，当《为任意时4为反称的.当群 G 由保持内积 (vi^) = 

m = V ^i = 1 7 2 不变的变换 组成； 因此，群 G 为正交群，并且度规变換在 
向量 n 上的作用由 


vM —5( 咖⑻， 




给出，其中 g{x) 对每个: T 为正交的矩阵， 

因为像我们曾经注意到的那样，联络 h 对#和 7 为反对称 ,故它在正交群 
G 的李代 数中. 曲率形式 (F^U = R kK ^ 也在反称矩阵的李代数中 取值： 


Rk > 






(见 §30). 对于伪黎曼度量一切都是类似的 
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对于在二维曲面上的度量情形，曲率形式为 


J 7 — K sjgdx 1 A dx 


(26) 


其中 K 为曲面的卨斯曲率. 

C ) 嘉当联络 A 为仿射群（即线性变换和平移).设在切向量上给出了任意的线 
性联络 v ^ r - 我们以公式 

% e 二 % (27) 

定义“嘉当联络”. 

习题 414 1) 证明联络巧，对于形如 


£ ^ 9 i + y (28) 

的局部仿射变换不变，其中0二为坐标变换 〆 = x f ( x ) 的矩阵，而 V = 
(沒 1 ⑷,… , y Tl ( x )) 为任意向量. 

2) 证明这个联络的曲率形式（取值于仿射群的李 代数， 参看习题 4.3 和习题 
24.11) 为 

Fp = {^X,^y^u)y ( 29 ) 

这里为联络的曲率张量，为挠率张量. 

d ) 旋量的共变微分以及度量 

设 M 4 为时空空间，度董为知0((1， 3 )型).与此度量相容的联络产生了旋量的 
共变微分.我们将仔细分析半旋童表 7 K 的情形（参看 §40,3). 这个表示的显式表达是 
这 样的： 我们表示任意埃尔米特 2 x 2 矩阵 K U 的形式为< 


U = 



u G 十 d U 1 + iu 2 





d C 7, 


(30) 


其中 ❿= (A Y ) 为泡利矩阵（参看 §40); 矩阵％ 构成了（实的) 

埃尔米特矩阵的空间中的基.于是矩阵 C / 的行列式有形式 

det v ^ ( u 0 ) 2 - ( u 1 ) 2 - ty) 2 — ( u 3 ) 2 , 

这个行列式在形如/7 ^ gUg T 的变换保持不变，其中矩阵 0 在群 61(2/) 中.因 
此，变换 U ^ gll ^ nj 以看作是闵可夫斯基空间 （具 坐标中保持度量 
不变的变换，即群 SO (^ i ) 中的元.我们得到对应（同态)沉(2,(0〕—50(3,1)，这时 
矩阵 y 和- . 9 变成，个 元. 逆映射^>(3」） 一 5^(2, €) 为双值,这是个半旋表示， 
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作为群 SL(2X) 所作用的空间 C 中的元被称做[:两分量的 ） 旋 M; 称在这个空 
间中取值的场为旋量场，在群 SL(2,C} 的作用7,它们按规律 


《㈤ ^ g{x)^(x), g(x) G SL(2,C) 

变化.也确定了共轭去示《 — 武， 

按定义，旋量场的共变导数为 



dx^ 


+ n 


(31) 


(32) 


其中为复的无迹2 x 2矩阵（属于群 SL(2 7 C) 的李代数).我们要求对共轭旋量 
微分应按规律 

= + (对) 

进行. 

对埃尔米特矩阵 U(x) 的共变导数同样地定义（莱布尼茨法 则)： 

沉 7 = ^ + j4at/ ' UA ^' ㈣ 


埃尔米特矩阵 U 利用等式 f/ 


Oc 


与切向景 W 等同； 其中 (^)是在向量 


eo,ei,C2 ? e3,eg = -c\ = = -ef = 1的“四元组”中的切向量分量，而向量 e n 两 


两正交+在选样的等同之下，形如 01) 的局部旋量变换对应于群 50(3,1) 中的局部 
洛伦兹变换.我们:#加上条件，即由旋量联络 （33) 定义的共变导数等同于表达 
式 叫 V a u\ 其中为向量 W 相对于与度董相容的对称联络的共变导数： 


V a E7 = U =： u f3 a^ (34) 

(这个联络在四元组中的分量已在 §30 中计算过). 

习题 41.5. 证明，旋量场的共变导数由条件 (32) - (34) 唯一地确定，另夕卜成立 

公式 

I - 

4 =-及0)， ( 35 ) 

(対指标3是带符号的和，即对应= 0的项取正号，其余的取负号). 

群 SO(3,r) 的完全旋量表示分解为5X(2, C) 的表示和其复共轭的直和.因此， 
等式（犯） -(34) 允许共变微分也是四分量的旋量. 

习题 41 . 6 . 推导出度量存在时的狄拉克方程的形式， 

注 每个旋量 （ = (f 0 ^ 1 ) 对应于埃尔米特矩阵 C7 = (^).因为矩阵 y 为退 
化（有零行列式 ■), 故对应于它的向童 W 为迷向的. 

习题 41.7. 我们选择旋量空间 C 2 的基 f = = ( t ?W) 使得（％ 1 — 

f # k 明此基典则地关联于闵可夫斯基空间（四元组）的标架，在其牝度量有 
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形式 


[ 9 ik ) 


0 10 0 
10 0 0 
0 0 10 
0 0 0 1 


§42. 度规不变的泛函的例子.麦克斯韦和杨-米尔斯方程 
具恒等于零的变分导数的泛函（示性类） 


规范场的拉格朗日 L^L A 


dA 

_ I 

dx } 


应该具有下列性质 


1 ) L 


2)L[A^ 


dA ^ 

dx v 

dA tL 

dx y 


为标量 


在度规变换下不变 + 


最简单的这种拉格朗日的形式为 





⑴ 


dA 


+ [ 〜， Aj- 


送里 9 ^ 
形式 


为所考虑的空间中的任意度 量：以 表示群 G 的李代数的基炅 


{ X , y ) - -Trfad Xad Y ), 


其中 ad X ( A ) = | X , 川(参照习题 24.9).( 我们认为基灵形式非退化). 

所构造的拎格朗 H 是个标量 ； 这是因为它是用在张量上的代数运算构成的, 
们来验证它的度规不变性.在度规变换 (41.13) 下曲率形式转换为 gF ^ g - 1 
基灵形式的不变性（见 @4) 我们有 

{gF }LV g \gF Xf ,g- 1 } = (F^,F Xk ), 


我 

由 


由此我们得到拉格朗日 （1) 的度规不变性+ 
设度量办 y 为欧氏的或伪欧氏的: 


= 我们推导出泛函 


別 4] 


1 




⑵ 


极值的欧拉-拉格朗日方程（对二重指标求和，并考虑进符号 二士”, 
定理 42*1* 对泛函⑵的极值有方程 


= 0, 


⑻ 



§42. 度规不变的泛函的例子，麦克斯韦和杨-米尔斯方程， 

具恒等子零的变分导数的泛函（示性类） 
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其中 V ^ F lw =裝 + \ A ^ F ^] 〔参看 P 1), 

证明对小局部变差^^我们有 

^ J { F ^ SF ^ x , 

其中 SF ^ = - + - ■在妨的表迖式中进行分部 

积分 

j { F ^^ 6Av ) (Px = ~ j 

并利用基灵形式的不变性 

〈^ 1 〆 ，[从綷， A ]〉 二 ^{[ F (LV ^ SA ^) } 


我们得到 

5S ; 蒂'今 〈 mw) - 

在指标的变换后我们得到 



+ [A 蛘， F^ V \^ 8 A U ) d n x 



JA v ) d n x , 


这时七9在任意变差下，在极值曲面 t 等于零.故而对泛函 （2) 的极值我们得 
到了方程= 0. 断言得证. □ 

注这个方程= 0和比安基恒等式 V x F^ v + V lt F^ x + V u F Xti = 0在没 

有基灵度量的非退化的假定时也可以被描述出来，但是它们将没有（在所有简单的 
情形中）拉格朗口形式. 

习题 42,1. 对于仿射群的嘉当联络，在度量和曲率之间的关系置换之后的这些 
方程具有爱因斯坦方程的形式（由现代的研究工作提取出来的） 

1 

一 = (4) 

例 42.1. 在阿贝尔情形 = 为电磁场）我们得到了拉格朗日 

L = —l 尸2 () 

4 \ dx ^ dx ^) 4 _ K } 

即电磁场的标准拉格朗日（参看 §37.3). 方程⑶在这里等同于麦克斯韦方程 




⑹ 
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注对于群 G = SU { 2 ) y 规范场被常称做杨米尔斯场， 
习题 42.2. 推导拉格朗日 


的极值方程^ -0, 其中度量 3 fil / ( x ) 为任意而固定（外部场）的. 

在四维空间中形如 

S [ A ] = J TV Ff^x 

的作 用有一 个附加的对称性，即在妒(或在 Mt a ) 中所有共形变换的群下的不变性 
(参看§15中对此群的描述).对任意形变换的微分则化作拉伸与旋转（见§15)，故 
而只要对于拉伸:^ Az 验证共形不变即可.在此变换下我们有 

— A _2 i ^ 为张量)，^ X A d A x , 

其中 dk 为体积元.由此显然有 


Tr F'^x ^ Tr F ^ x . 

结论拉格朗 tJ (2) 和在闵可夫斯空间中的麦克斯韦-杨-米尔斯方程为共形 
不变，即具有对称群0(4,2)(见 §15). 

度规不变的微分形式也起着重要的作用，这里的微分形式具有依赖于的标 
量值< 例如二阶形式 

cj =Tr O Tv F ^ dxt " A dxr (7) 

为度规不变 


TrigHg- 1 ) = Tr J7, 

这里的 TV 表示矩阵 的迹. 形式 C1 = Tr 巩局部地）为恰当微分 [: 全微分/?= 
d(Tt A ) ? A - 事实上，由于矩阵的换位子的迹为零，故 


Tr Q 


、 , 

\1<U V / 


联络的局部变 差為， — 、 十以〃下， 形式 Tr J7 变为形式 Tr J? + Tr <5 仏其巾 
Tr 川 = rfTr M 为恰当形式.因此泛函 

Sj [ A fL ] = f Tr Q 



§42 ' 度规 lifl ? 暴當 I 1 ：!# 蠢囊小斯方程. 
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(在 二维空间上）由于变分的局部性，故有恒等于零的变分导数 


dS ^] = / ^(Tr 6 A ) = 0, 

ip 

定义42,1,闭的度规不变形式 u ; 使泛阐具有恒等于0的变分导数 

0,则被称为示性类（微分几何的 J . 

W 外的示性类为 

Ci 二 Tr(r? 八…八 f ? 卜 Tr(ST) ， z > 1 . 

Q 为 W 阶的度规不变 形式; ⑼中形式 D 的分量像矩阵那样做乘法， 

习题 42.3. a ) 证明当彳; M 时形式 q 为闭< 
b ) 证明泛函 


⑻ 




6 A 


⑼ 


(在力:维空间上）有恒等于岑的变分导数 


Ci 


M 2 


SSi [ A ) 


a 


c ) 证明这也对形如 



( ac ] A ci + ) 


+ 6 ci A c 2 + 7 c 3 ) 


E 4 




等等,对任意多的^项也都对. 

对于群 G = 50(2? i ) ? c , = c 3 = a 
外，还有一个示性类 


= 0;除 r 只在 内=如的非平凡的情形 


£ 


‘ “卞2 


以 A 八 仏也 A • • * A 


( 10 ) 


其中为置换 

I 

阵 分量， 

例 42.2 •当 n 


2 n 


' ^2n 


的符号，岛 j 是曲率形式 J ? = F ^ dx ^ Adx u 的矩 




i , 我们得到; a 的表迖式（参看前-节) 
XI = e hU a ili2 = 2 K ^ gdx x A dr 2 . 


( 11 ) 


我们已知（见定理 37.3) 泛函 





K ^/ gda : 1 A dx 


2 


R ^/ gdx 1 A dx 


( 12 ) 


R 2 

有对于度 M 的恒等于零的变分导数（参看 §37). 
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例 42.3. 当77 = 2,我们有 h 和对 r 黎曼度量有 

X2 = e t：skI A dx^ A dx p A dx' 
c 2 = A dx^ A dx p A x' 

习题 

42.4. 证明所有形式;^为闭的 . 并确为示性类. 

MT G = SO ( 2 n ) 的一般的示件类为 ■ - , c 2 n _ 2 的多项式 . 

42.5. 证明对 G = SO { 4 ), 泛函 

J X2,j ! xl I X2C2 ? j c 2 2 

S 4 S 8 

有恒为零的变分导数，即所右形式 X 2 , c 2 ? x l X 2 c 2 , 4 都是示性类. 
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A 

埃尔米特 ( Hermite ) 度量208 
埃尔米特内积73 
爱因斯坦 ( Einstein ) 方程 302 
爱因斯坦假段322 

B 

半旋表示3邪 
保有电流316 

贝尔特拉米 ( Beltrami ) 方程85 
贝尔特拉米算子 S 5 

彼得松-柯达两 （ Peterson - Coda 泣 i ) 

方程241 
变分异数247,291 
波前284 

泊松 ( Poisson ) 括号271 
布喇彳 H ( Bravaia ) 格 I 36 

C 

残数公式200 
测地线223 
超曲面50 
超椭圃曲线 S 2 

D 


带边界的区域 3 

单参数子群如 

等温坐标 83 

狄拉克 (Dirac) 方程 336 

狄拉克共轭335 

狄利克雷 ( Dirichlet ) 泛函310 

笛卡儿 ( DeHcartes ) 坐标 1 

典则变换276 

典则变换的生成函数279 

电磁波 155 

电磁场 149 

电破场的不变量]>49 

电碰场的势向量 266 

电磁扬的作用298 

电磁场能量〜动量张童153,301 

定向曲线的曲率 31 

动量 247 

动童矩257 

动置 矩张景 296 

度规变换340 

对晶体群 140 

对称联络219 

对称线性算子132 

多向置 12 S 


E 

—次型（在向量上的）13 
二次型的特征值132 

F 

发散量182 
反称线性算子132 
反称张景的积分192 
反称张 M 的梯度 iai 
反交换变量的积分129 
反射旋转 26 
反演104 
仿射群21 
非异拉格朗 H 261 
非异曲面48 
费马 ( Fermat ) 原理 267 
弗莱纳 ( Frenet ) 公式32 
复标童场拉格朗日316 
复分析函数 7 S 
复空间^域的变换 SO 
复解析坐标变换79 
复向量场的拉格朗口 317 
复雅可比 79 


G 

髙斯 （ Gauss ) 曲率59 : 62 
髙斯映射196 
格的点群140 
格的基本胞腔136 

格的空间群‘138 
共变常向量场222 

共变微分217 

共轭点 2 S 8 

共形度量103 

共形变换23 

典形坐标 S 3 

固有时间41 

规范场340 

规范群 34 U 

H 

哈密顿 （ Hamilton ) 269 


哈密顿方程 2 fll 
哈密顿体系269 

哈密顿-雅可比 ( Jacobi ) 方程汹0 
含电磁场265,^37 
函数在曲面的积分193 
黑塞 ( Hesse ) 59 
胡克 （ Hooke ) 定律 119 
滑动反射22 


J 

基灵 ( Killing ) 度量172 
积分曲线157 
极小曲面 30 S 
极坐标5 
极值曲线246 
嘉当 ( Cartan ) 联络344 
伽利略 （ Galileo ) 群29 
降标 131 
截尾方稈282 
晶体格135 
晶体平移群138 
矩阵的指数映射96 

K 

凯莱 ( Kahler ) 度量 208 

柯西-黎曼 ( Cauchy - Riemann ) 方程 78 

克莱因 ( Klein ) 模型中的度董88 

克莱因-戈登 ( Jordon ) 方程316 

克里斯托费尔 ( ChristofFel ) 公式 225 

克氏符号217 

空间的维数2 


L 

拉格朗 E ( Lagrange ) 251 

拉格朗 R 的曲面280 

拉格朗日圆锥曲面283 

拉普拉斯-龙格 -愣茨 ( Laplace - Runge - 

Lenz ) 积分 274 
勒让徳 ( Legendre ) 变换261 
类空叻量40 
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类时向童40 
黎曼 ( Riomaim ) ® 82 
黎曼度 M 13 
黎曼曲宇231 
黎曼张量231 
李 ( Lie ) 代数 I6 4 
李导数160 
里奇 （ Ricri ) 张量236 
力 247 

连续介质能量-动量张量328 
刘维尔 ( Liouvillc ) 方程90 
罗巴 I 切夫斯基 （ Lobachevski ) 度量69 
洛伦兹 ( Lorenz ) 变换41,44 
洛伦兹群的旋表示333 

M 

麦克斯韦 （ Maxwell ) 方程188 
慢的蒯地线255 
迷向（光）锥 40 
迷向向童40 

莫佩尔蒂 ( Maupertuia ) 原理266 
H 可夫斯基 ( Minkowski ) 空:间17 

N 

挠率张量 
内积14，11& 

能量246 

能量-张量向置254 
能量-动量张里294 

O 

欧拉 （ Euler ) 公式63 
欧拉-拉格朗 H 方程247 
欧拉角如 
欧氏度量15 
欧氏空间6 
欧氏内积7 
欧氏坐标6 

P 

庞加莱 ( Poincare ) 模型的度录 S 8 


庞加莱群 4] 

泡利 ( Pauli ) 矩阵 99 
平均曲率 娜2 
普法夫 ( Pfaff ) 269 

Q 

强非异拉格朗 H 261 
球极投澎67,70 
球面度量66 
球面坐标6 
K 域的边界3 
区域的娈换18 
曲率半径31,34 
曲率形式 19 G ,34 i 
曲面的第二基本型59 
曲面的第一 基本型 52 
曲面的非异点48 
曲面上的度量52 
曲面上的局部坐标49 
曲面上区域的面积55 
曲线的长度]4 
曲线的非异点36 
咄线的挠率36 
曲线的切向景7 
曲线的曲率31,34 
曲线的速度向量7,10 
曲线的自然方程37 
曲线间的夹角 S 
全纯形式208 
群18 

R 

弱培 2 M 

S 

升标132 

施瓦氏 ( Scliwaxzchiid ) 度童326 
时空间隔17 

时空连续体2 

时空平面301 
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实标量场拉格朗日317 
实化 72 
示性类349 
数值曲率236 
斯托克斯 ( Stokes ) 公式 199 
四元数99 
四元体系233 
缩并121 

T 

梯度系统268 
调和径向量309 
通过曲面的张童场的流196 

W 

外代数 12 S 
外微分 1 S 3 
外尔 （ Wcyl ) 方程 33 T 
微分几何的联络218 
微分形式123 
伪黎曼度貴16 
伪欧氏度量16 
伪欧氏坐标16 
伪球面坐标17 
无边界区域2 

X 

线性算子115 
线性箅子的迹121 
线性向竟场170 
相对论的极小作用原理252 
相空间 261,269 

向量11 

向量场的换位子162 
向童场的积分161 
向量场的指数映射159 
向童的平移222 
向量积： i 5 

向量与余向董的内积123 
小形变张量119 


辛变换277 
形变 157 
形变张童118 
旋度182 

旋转群的旋表示333 
循环向量场 I 195 

Y 

雅可比 ( Jacobi ) 4 
雅可比恒等式164 
雅可比场288 
雅可比算子 

椅-米尔斯 （ Yang - Mills ) 场 348 

引力半径326 

引力场254 

引力场的作用 ： iUl 

应力张童 118 

映射的微分157 

酉变换74 

酉群74 

余向置12 

佘向量的内积115 

与度量相容的联络224 

运动 19 

运动群 iy 

Z 

张量 llfi 
张量的乘积122 
张量的限制156 
正常洛伦兹变换43 
正常运动22 
正时序变换43 

正弦-戈覃 ( Sino - Cordon ) 方程242 

指标置换121 

质点的世界线2 

主法线36 

主曲率59 

主曲率方向 61 

柱面坐标5 




主曲率方向 61 
柱面坐标5 
自然参数 1 U 
最小作用原理247 
左不变向量场172 
作用244 

坐标变换的雅可比矩阵 


坐标系的非异点4 
4元向董流 298 
n 维笛卡儿空间1 
7矩阵333 
^箅子133 
( p , q ) 型形式127 



